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Rîsposta ad una questions proposta da A, Xoessner.

ISFoia ai I i . G-ATTESCHi e L. A* BOSATT (a Fi renze) .

Sunto. » Corne le prime rtghe délia Nota.

îa Recentemente A. MOESSKEB Ç) ha proposto la risoluzione del
sistema diofanteo

'1) ^,*H-J51*=ilt
2-i-B,'=JLa*+J5s

2; At+B^-A^B^A^+BsK

Noi qui dimostriamo che il sistema non ammette soluzioni reali
cou tre coppie {Ax, By), (A2, B%), (AZJ B3) a due a due dis tinte, di
più dimostriamo cke il sistema

(2) Ax* -+- B* = At* H- J5S
2, Ax

% + J3,8 = ^ g
3 •+- ^ 2

3

non ammette soluzioni in numeri interi oltre le soluzioni foanali.
La soluzione del sistema (1) iraplica la ricerca dei valori di h

e di k per oui il sistema

(3) xt + yt^h, x* + y* = k,

ammette tre soluzioni reali e distinte.

x -hy~u, x
abbiamo

v ^ (ux — fc)/2, uz

dalle quali
- 2& = 0.

BolUihno delV Untone Matemaiica Italiana, (3), 4, (1949), pag. 146.
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Detta ur> ( r — 1 , 2, 3). una soiuzione di quest'ultima e vyr

(r — 1, 2j 3), il corrispondente valore per la v a questa corrisponde-
per il sistema (3) la soluzione

(5) xr = [

Deve quindi essere

jioè

(6) 2* = V + V , (' = 1» 2, %

essendo Â * uu numero positivo o nullo e gli ur devono essere inoltre-
tali che
(7) ux H- ut -h u3 = 0,
(8) UxUt H- t*jt*3 H- Ŵ Wg = — 3fe.

Dalla

e per la

(9)

Dalla

(7),

(8)

(6)

innalzando al

si ha invece

%§h = u* -+- «j

quadrato,

+• 2(w 1 « t -+

si ha

2 = 6fc,

A i * -+- A2
2 H- ^

.) = o,

che per ia (9) oi dh
\x

2 -+- A2
2 +• Ag

x = 0.

E questa richiede che sia A^ = A2* = A3
2 = 0, quindi .4r — JBrr

(r = 1, 2, 3) e cioè la soluzione banale ^ j — Ât = Az = J3j = J5g =: ̂ 3 •
Si puö arrivare più brevemente allo stesso risultato col seguente

procedimento. Tenuto conto che 1' espressione A2 — AB -+- B% è po-
sitiva per A e B reali, dalla seconda délie (1) si ricava che A, •+- Blf

At-i-Bz, A^-^BZJ cioè t*13 ut9 uz quando non sono nulli hanno
lo stesso segno, quindi, per la (7) ux = ut — ^3 = 0t che conduce
ugualinente alla soluzione banale.

2. Passiamo ora a considerare il sistema (2), che ha la soluzione
banale Ai = ASi Bl = Bî. La sua risoluzione in interi équivale
alla ricerca dei valori di h e di k per > cui il sistema (3) ammette
due soluzioni razionali intere distinte.

Siano {xl91/,), (x%i yt) le due soluzioni, possiamo supporre che sia

(10) (*„ yu xt, y%)=\.
Posto
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osserviamo che dovendo rîsultare la coppià (Au i?,) distinta dalla
iA%\ Bt) è WJ4=W> e eome nel oaso précédente, gli ur, {r = 1, 2),
soddisfano Pequazione (4), inoltre si ha

«on Ar, (r = 1, 2), interi.
Eicordiamo che se a è un numero intero è

o ' s l , 0 (mod. 4),

quindi, poichè x15 ys, xt% y% non possono essere per la (10) tutti
^pari dalla xx

2 -+-1/^ = x2
5 -f- yt

2 segue che se aJj e yx sono entrambi
dispari, x% e t(, sono entrambi dispari ; se xx e t/x sono uno pari e
l'altro dispari, xt e yt sono uno pari e l'altro dispari.

Nel primo caso uY e ut sono entrambi pari, nel secondo caso
entrambi dispari.

Detta u9 laterza radice (neeessariamente intera) dalla (4) si hanno
ancora Ie (7), (8) e (9),

Dalla (7) si ha che se uY e ut hanno un fattore primo in co-
mune quesfco divide uz e ppichè per la (8) il suo quadrato divide 3h
•esso diride h.

D'altra parte se un numero primo diverso da 2 divide u1} ut

^ quindi h, essendo xf -+-yr—ur, xryr~ v, —(ur
%— h)j% ( r ^ l , 2),^

«sso divide xYJ yXi xt, yt*
Sarà allo ra

Per quanto detto supponiamo dapprima che uk e ut e quindi h
<e k siano dispari. Dalla (6') si ricava «,* -+• ̂ l

t — ut
2 -+- &t

2 ed è noto
che la sua soluzione generale è (x)

<11) ux — ap -h Xfx, Aj = ctX — P{A ; « , = a^ - XfA, A2 = aX -f- p(A,

dove a, p, X e fx sono interi e nel nostro caso (ap, Xf̂} =i 1, D' altra
parte per la (7) e per Ie (11) uz = — 2ap ed essendo uxu%uz^= .- 2&,
<(fe dispari), questo fa esçludere che a o f sia pari.

Per la (9) e per la (6') si ha rispettivamente

2XV2 = 6fc, a2pl -h V ^ -
-e qu indi

X2^1 -+- 3a2X* -* 3p*(*i -^3«*p2 =r 0
cui

- X2) = n'/a*.

(l) P. PASTERNAK, « Zeitschr. Math. Unterrioht », 37, 1906, pp. 33-35.
€fr. anche L. E. PrcsisoN, History of the Theory of Nuntàers, vol 2°, 1954,

York, p. 35tf.
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Avendo supposto tet ed ut dispari, per la (6') anche À, e d t sono
di s pari. Non potendo poi, corne abbiamo già oeservato, nè a nè f
esser pari, dalla (11) segue che X e {* sono di pari ta differente ;
poiehè ia (12) non varia cambiando <x con fi e X con ^, possiamo
senza restrizione supporre che X sia pari e (x Bia dispari.' Essendo
(a, jx) = 1, (p, X) = 1 se 3 non divide X si ha

(14> 3p* — 3X* = (**, 3 ^ -+- X* = oc2

Infatti un divisore primo comune al numeratore e al denomi-
natore del primo membro della (13) divide la loro differenza 4X*, ed
essendo numeratore e denominatore dispari, di videra X2 e quindi 3p2

r

ma (p, X) ~ 1 e se 3 non divide X si ha che il primo membro è una
frazione irriducibile e cioè Ie (14).

Le (14) sono manifestamente impossibili (mod. 4),
Se 3 divide X, posto X— ffkl9 si ha ragionando come per la (14)

(15) fi2 — 36X,* = fx2, ^ -K 12X/ = xK

Dalla prima delle (15) si ha

(16) ( I P I - H H X I P I - I H ) = 3«V

per la qnale lenuto conto che ( | p | -i- | ji. | )/2*e ( | ? ] — | M-J )/2 sono
primi fra di loro si ha

oppure
IPI —|H = 18V, | H H - | ^ I = 2 S Ï ,

dove r ed s sono interi di parità differente primi fra loro.
Da quests ultime e dalla (16) si ricava

(16') lS | = 9rs-HS8, |À| = l r | . | s | .

Dalla seconda delle (15) si ha

(17) ( | « |
ovvero

Un eventuale divisore dei due fattori del primo membro deve
dividere la loro somma | ot | e la loro differenza ] p | quindi per la (12)
uno almeno dei fattori X e ^ e ci6 è impossibile essendo (<xfi, \p)= 1.
Ne viene che indicando con m e con n due interi primi fra loro
e di parità differente si ha

| « | - 4 - | p | = 6»«, I a I — I p I = 2m*,
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oppure

i a | - | P | = 6»f, | * | + | P |

e da queste e dal la (17)

(18) | p | = 3 » « - « « , [ X J ^ I m H

(19) Ip l r zzm^-a» 2 , !X1| = | w | .

Dalle (18) e dalla prima delle (16') si lia
9r2

 H- s2 = Bn2 — m',

cioè s2 -+ m2 =s 0 (inod. 3) ehe è impossibile.
Dalla (19) per Ie (16') si ha

9r2 H- s2 = m2 - 3n2, | r | . | s | =

e si puö porre w= - p 1 g 1 , Wzzz^Pt^*) r=3:i9)l ït> s ^^ $1̂ 2 nelle quali
i^iî tjfi 5 jp2 • Ç.I Bono interi ralatiTamente primi dei quali uno è pari
e gli altri tre sono dispari,

Sostituendo nella précédente si ha

e da questa

Per Ie (16') e per Ie (19) m ed s e quindi gl non sono divisibili
per 3. Se poi pt e ^! sono dispari, pl e qt di parità differente al-
lora il numeratore e il denoininatore del primo membro délia pré-
cédente sono rispettiTamente ^ 4 , 0 imod^ 8}. Quindi si avrà

nelle quali px è dispari, qt è pari. Da queste

che neile ipotesi fatte è impossibile.
Se p2 e g1 sonó di parità differente si ha

Se f̂j è pari e quindi p15 p t , <](, dispari le due equazioni sono
impossibiii (mod. 4).

Se pt è pari e quindi plf qli qt dispari posto pt = 2p si ha

qS + 12jps =p», q* - 36p2 = q*.

Ma questo sistema coincide col sistema (15) ed essendo p^pg^t -=̂
= mn[2^0 (infatti mn — 0 porta X = 0, a = (̂a = — ji, n1 ~ a%
ut = a3 ma abbiamo supposto ^-=4=^) e Xj = w » > j ? , per il metodo
della discesa inffnita il sietema è impossibile.
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Resta da esaminare il caso in cui xx, yl, xt, yt sono tutti di-
spari e quindi w,, ut, uz tutti pari; in questo caso h risulta
= 2 (mod. 4) per la (3) e s 0 (mod. 4) per la (8) e oiö è impossibile.

In ogni caso si ha dunque un assurdo e il sistema (2) non ani-
me tte soluzioni oltre quelle banalL


