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Sulla derivazione parziale per serie*

Nota di MAITRO PICONE (a Roma).

Smito. - L'utilità délia nota presente mi è apparsa riflettendo un pö sic
quella, che in questo fascicolo la précède, del dott CARLO PUCCJ, nella
quale il giovane autore stabilisée un nuovo teorema di derivazione ov~
dinaria per serie che io ritengo importante per Ie applicazioni che pub
ricevere. Il trasporto di tale teorema alla derivazione parziale per serie,
scopo precipuo della presente nota, pub farsi se, si suppongono possedute
dal campo su cui si dériva talune propriété metriche che ho già uti-
lizzato in qualche mio corso e che è forse opportuno pubblicare, come
qui faccio.

1. Notazioni e nomenclatura. Teoremi preliminari. - Deno
terö con la letter a x uu punto dello spazio euclideo ${w) a n dimen-
sioni? con xx, x%,..., xn Ie coordinate ortogonali di x, con j x '— x" \
la distanza euclidea f ra due punti x' e 'x" di S{n). Dire che un in»
sieme X di punti di Sit}) è un campo se è un insieme aperto, su
S(B), coordinata ogni poligonale di Sin) se ogni suo lato è parallelo
ad uno degli assi coordinati a oui è riferito Siv). Se X è un caropo
connesso di Sin), comunque se ne fissino due punti x' e x\ esi-
stono infinité poligonali coordinate, che indicherö con -K(X\ CC'%
contenute in X e a quei punti terminate: Pestremo inferiore del-
1' insieme numerico descritto dal perimetro di it{x'f x") sarà chiamato
la distanza perimetrica (su X) fra i punti x' e x" e denotata con
| xf — x" \x, V estremo superiore dell? insieme numerico descritto* da
| x' — x" \x, al variare di xf e x" in X, il diametro perimetrico del
campo X e denotato con ̂ (X) . Ovviamente il diametro ordinario
di X non supera il perimetrico, ed è pertanto limitato un campo
connesso X che abbia finito quest' ultimo (a).

Sia f(x) una funzione reale del punto x definita in un campo A.,
dirö che essa è di classe r, in X, se vi è dotata delle derivate par-
ziali (rispetto alle coordinate xiy xt,..., xn di x) fino a quelle incluse
d' ordine r. Posto

»+l\ , (n -+- 2\ in

j 1 { j - 1 , . . . , nr = (

l^otiamo che se x, x', x" sono punti di X, risulta
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por remo anche f<0) — ƒ, e ind iehe remo con

ƒ<•>(*) (i=l,2,...,nr),

tutte Ie derivate parziali della f(x) fino a quelle incluse d'ordine ry

9 quelle del primo, del secondo,..,, delP r-mo, rispettivamente, con
*U> *(D fin)
ï f ƒ > • " 9 / )

Sussistono i teoremi seguenti.
I. Se per una funzione reale î(x), di classe 1 nel campo X, lungo

una poligonale ^(x', x") cowiewwfa in IL e terminata ai punti x' e x",
si to

1/^)1^^ ( * = 1 , 2, . . . , n),

ove | it(x', x") | indica il perimetro di ir(x', x").
Ciö è conseguenza immediata del teorema di LAGBANGE per le

funzioni derivabili di una variabile, quando la poligonale K è co-
stituita da un sol lato; nell'altro casa, detti x{x\ x(2), ... , x^~x) i ver-
tici che, successivamente, s'incontrano percorrendola da x' a x'\
posto xi0) — x\ x1^ = x'\ risulta

|f(xo-«*")! =
V

< S

(^', a?") |

Se avessimo considerato tutte le poligonali contenute in X che ne cou»
giungono due punti fissi x' e a/', l'estremo inferiore deirinsieme nurae-
rie o descritto dai perimetri di quelle poligonali (che è anche l'estremo in-
feriore delFinsieme délie lunghezze délie curve continue e rettificabili
contenute in X e a quei punti terminate) avrebbe fornito un'altra dist ai za
perimetrica, su X, fra i punti x' e x". Denotatala con \x' — x" [jf, subito si
dimostra che

ô che, detti ci* (X) il diametro périmetrico di X fornito dalU estremo su-
periore dell'insieme délie distanze \x' — x". |jf, d(X) il diametro ordinario-
di X,

< d» (X) V«.

Se as. x', x" sono punti di X, si ha anche

I x' - *" | i< | « - x' \x + |» -
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II. Se X è un campo connesso di diametro perimetrico finito,
ogni funzione f(x) di classe 1 in X, è ivi (continua e) limitata se
vi sono limitate le sue derivate prime*

Sia L un numero non superato in X dal modulo di .ciascuna
delle fw{i = 1, 2,..., n), fissato comunque un punto xQ di X, per
ogni altro punto x di X risulta, in base al teorema précédente,

| f(x) | ̂  | f(x*) \

III. Un aggregato [f(x)J- di funzioni di classe 1 weî campo con-
nesso X, di diametro perimetrico finito, è *t>i di funzioni equilimi-
tate} se lo sono ciascuno degli aggregati [i(^{x)\ (i = 1, 2,..., n) delle
derivate prime ed è Umitato V insieme [f(x0)] dei valori che Ie fun-
zioni delVaggregato assumono in un punto x° arbitrariamente fis-
sato di X.

Dirö che un campo connesso X è dotato di modulo perimetrico
se la distanza perimetrica | x' — x" \x fra due suoi punti è infini-
tesima con la distanza | x' — x" \, se, cioè, esiste una f unzione po-
sitiva 8̂ (6), che chiamerö un modulo perimetrico di X, tale che, co-
munque si prendano in X due punti x' e x" ad una distanza mi-
nore di S^s), si possa costruire una poligonale coordinata contenuta
in X e a quei punti terminata, il cui perimetro non superi e {*).
Ad esempio, considerate, nel piano, due circonferenze G e C es-
sendo C' di raggio minore di C, non esterna e tangente alla C, il
campo del piano luogo dei punti interni a C ed esterni a C', non
è dotato di modulo perimetrico. Sussistono i teoremi:

IY. >Se X è un campo connesso dotato di modulo perimetrico S^e),
una funzione f(x), di classe 1 in X, è ivi uniformemente continua
se le sue derivate prime vi sono limitate, e detto L un numero non
superato in X dai moduli di queste derivate, un modulo di continuité

della f(x) è

Si ha, infatti (teor. I), comunque si assumano in X due punti
x' e x", con | x' — x" \ < lx{tjL\ detta 7t(x' — x" ) una poligonale coor-
dinata contenuta in X e a quei punti terminata, di perimetro non
superiore a e/i ,

Y. Un aggregato [f(x)] di funzioni di classe 1, nel campo con-
nesso X, dotato di modulo perimetrico, r di funzioni ivi equicon-

(8) Una taie proprietà per un campo trovasi già menzionata al n. 122
(teor. III) delle mie Lesioni di Analist infinitésimale, [« Circolo materna-
tico di Oatania », Catania (1928)],
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tinue (3) se gli aggregati [ f^(x)]( i=l , 2, . . . , n) delle derivate prime
sono di funzioni equilimitate in X.

Dato un arbitrario insieme X di punti di Sin), dirö che una
«uccessione di punti di X è una sua base, se l'involucro dell'in-
sieme ̂ costituito dai punti della successione, cioè 1'insieme somma
di B e de] suo derivato, contiene X. Sussiste il seguente' ben noto
teorema (4).

YI. Se una successione | fk(x) I di funzioni equicontinue in tin
insieme X limitait), di base B, converge in ogni punto di questa,
essa converge uniformemente in- X, verso una funzione che ha per
modulo di continuité ognuno che sia comune a tutte Ie ï*{x),

Ne è corollario i] seguente.
YII . Se una successione j f k(x) j di funzioni di classe r nel campo

limitaïo X, ivi equicontinue ed equilimitate con Ie lor o derivate par-
mali fino a quelle incluse Wordine r, converge in ogni punto di una
base B di X, la successione stessa e quelle delle derivate pareiali
dei primi r ordini convergono uniformemente in X.

In base al teor. prec. la successione i î^(x) ! converge, unifor-
memente in X, verso una ben determinata funzione f(x). Esistono
d 'a l t ra parte (5), una successione J vK j di indici, crescente, e una
funzione g(x\ in X uniformemente continua con tutte le sue deri-
vate parziali dei primi r ordini, per le quali si ha, uniformemente
in X,

lim | fv<»(x) - gM(x) | = 0, (t = 0, 1, 2 . . . . , »f ),

ed essendo, in X, g(x) s== f(x), risulta g{l)(x) = f(t)(x)(i <L nf). Dira#-
striamo che si ha, uniformemente in X,

<1) « m | fh
M(x) - ƒ">(*) | = 0 (i = 0, 1, 2 . . . . , nr).

le—»-oo

Data la equicoutinuità, in X, delle | fh
w(x), — fM(x) \, basta di-

mostrare la (1) in ogni punto x° di X Ora eiö segue dal fatto che
non possono esistere in numero positivo E, un indice j di dériva-
zione e una successione | \*.h j di indici, crescente, tali da aversi

perche alla successione | (xfc j ne è subordinata un' altra ! j* A ' ! per
la quale risulta, comunque si prendano il punto a; in X e F indice i.

(3) Dirö, brevemente, equicontinue, ma sarebbe più corretto dire equi*
uniformemente continue.

(4) Cfr., pe r es. , i l n. 57 delle raie Lesioni di Analist funsionale. [édi te
da l la Società édi t r ice u S t u d i u m Urb i s „ Romft » (19^7), Città un ive r s i t a r i a ] .

(5) Cfr., pe r es., M, P I C O N E , loc. cit. (4), n. 61.
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2. I teoremi del Pucci per le funzioni di più variaMli.
V u l . Si abhia una successione \ ï^(x) \ di funzioni reali, di classe t

nel campo X di S(n) e sia q un numero naturale non superiore a n.
Se dascuna delle xuccessioni

\fkU)(x)\ ? = 1,'2, .., q)
diverge uniformemente in un intervallo T di X e (quando fosse a <: n)
dascuna délie

\fk«\x)\ (i = q + 1, g+ 2,..., n),
è Umitata in T, esiste una successione | fVk | subordinata alla | tk f
che diverge uniformemente in un intervallo T' contenuto in T.

Fissato, arbitrariamente, un punto ac0, interno a T, esiste una
successione | v̂  j di indici, crescente, per la quale si ha

(2)
oppure

(3) /y*») S "•
Per un qualsivoglia punto (a:,0 -+- lu as,0 -+- ? t,..., xn" + l„) di T

risulta

ore Oj, 6 l , . . . , Ôw sono numeri positivi minori d'uno. Se indichiamo
con 2(T la distanza di x° dalla frontiera di T, con T' V intervallo di T
luogo dei punti (x* -+• 5X, #8° -H 5S , . . . , xn° -f- C„) per cui

1 5 . 1 ^ * ( < = 1 , 2 , - , ï),

con L un numero non superato in T.dai moduli delle derïvate fh
{l\

per i - g + 1,..., n, con 8 la massima dimensioue di T, ne segu«,
in T', oye si dia alla Ç(, per i = l , 2,.,., g, nel caso (2) il segno
che, al diverger di &, definitivamente acquistano Ie fkV

} e neï
caso (3) il segno contrarip, supposto che, per k > JcM> risulti, in T,
\Uf\x)\>M(i = l, 2,..., q)y

Si ha pertànto, per 1' arbitrarietà di M e la continuità in T
delle ffc, l'uniforme divergenza in T' della successione |/vA(«)i*

IX. La successione j ƒ*(#) j sia di funzioni di classe 1, nel campo
connesso X, di diametro perimetrico finito. Se Ie derivate prime
/*(i>(a&)(* = l . 2 , . . . , w) so»o equilimitate in X e wem Zo sono te ƒ*(#),
65^5^ ŵ̂ a successione subordinata alla | /̂ (a;) j uniformemente di-
vergente in tutto X.

In base al teor. III, fissato, comunque, un punto cc0 di X, esiste
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una successione |vA| di indici, crescente, tale da aversi

lim fv,{xQ) = -+-oo, oppure Hm fv (#°) = - o o ,

ma (teor. I) detto L un numero non superato in X dal modulo
delle fh

M(x) risulta, in X,

donde l'uniforme divergenza, in X, della successione } fWk(x)\.
X. La swcces^one | fh(x) j sia di funzioni di classe r •+• l nel

campo connesso X, di diametro perimetrico ftnito, equilimitate in
ciascun punto di una base B di X (ê). Se Ie derivate d'ordine r +- 1
deZïe ffc(x) sono *wf̂ e equilimitate in X, allora lo sono ivi anche tutte
Ie funzioni fW(x) (i = 0, 1, 2,..., »W).

Se Ie derivate /JWfl~1+1^ d'ordine r, non fossero equilimitate in X,
esisterebbe, in base al teor. IX, una successione | vA' | di indici.
crescente, per la quale la successione | jfVj/

nr-1~l"1) ! vi divergerebbe
uniformemente. Se Ie deriyate f.f1^14 ^ non fossero equilimitate
in X, esisterebbe una successione j vh" | di indici, subordinata alla
j V j per la quale la successione | fVk''^

nr~1^2) I ivi divergerebbe
•eniformemente,... . Cosl procedendo, si dimostra che se Ie derivate
/fc

(0(» = wr_1-t-l, nr^,l -+- 2,..., nr) d'ordine r, non fossero tutte equi-
limitate in X, si potrebbe costruire una successione | v* | di indici,
crescente, tale che alcune delle successioni | f^k

ii} i (i — nr^.l -+- 1,
nr_! -f- 2,..., »tr) sarebbero uniformemente divergenti in X e le ri-
manenti limitate. Sia T un intervallo di X e { fVjt

<Wr~2+1) 1 u ü a BUC"
cessione, di derivate d'ordine ^r—1, per la quale, f ra le n sue
successioni derivate

Be ne presenti una, almeno, che sia uniformemente divergente in X
e quindi in T. In base al teor. YHI esiste un intervallo T' con-
tenuta in T e una successione di indici { v4' | subordinata alla j vA j
per la quale ia successione { fv/

nr~a+1) i risulta uniformemente di-
vergente in T'. Consideriamo ova la successione | fw ,(nr~2+2) |. D u e

casi possono presentarsi : o fra le n sue successioni derivate ve ne
sono uniformemente divergenti in T', ed allora si puö costruire
una successione | vft" | subordinata alla ) vft'} e un intervalle T"
«ontenuto in T\ per cui la suecessione | fy/nr~2^2} ( d i y e r g e u n i"

(d) Ciö non vuol dire, ovviamente, ehe eiano equilimitate in B,
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formemente in T", oppure tutte le sue succession! derivate sono
limitate in T', ed allora avverrà (teor. IX) che se la successione
stessa non è limitata in T' re n'è una | fv /•***•—2+2>| ad essa subor-
dinata uniformente divergente in T',.... Cosï procedendo si perviene
alla costruzione di un intervallo Ti contenuto in T e di una suc-
cessione { v]fc | di indiei, crescente, tali che alcune delle successioni
j /v k

(l) ! [i — wr_8 -f- 1, wr_8 -+- 2,..., *v_,) sono uniformemente diver-
genti in T e Ie rimanenti limitate, essendovi fra Ie divergenti
quella per i = wr_2 -+-1. Ripetendo il ragionamento, successivamente,
per Ie derivate degli ordini r — 2, r — 3,..., si peryiene alla co-
struzione di un intervallo Tr contenuto in T e di una successione
I viA | di indiei, crescente^ per cui la successione ( fv ! risulta uni»
formemente divergente in Tr, il che è contro Pipotesi.

XI. La successione | fk(x) ! i cui termini sono fvmzioni di classe
r -H 1 nel campo connesso X, dotaio di moduïo perimetrico e di dia-
metro perimetrico finito, converga in ogni punio di una base B di X.
Se Ie derivate d'ordine r -+-1 delle fk(x) sono tutte equilimitate in X,
allora Ie successioni f f£>(x)} (i = 0, 1, 2,..., nr) sono tutte uniforme-
mente convergenti in X.

In virtù della convergenza della ' fk(x) \ in ogni punto di B, si
ha la sua limitatezza in ogni tale punto. Son dunque verificate Ie
ipotesi del teor. X e pertanto risultano equilimitate in X tutte Ie
funzioni fk

M(x) (i = 0, 1, 2,..., nr±x). Essendo X dotato di modulo
perimetrico, ne segue, per il teor. Y, la equicontinuità in X delle
funzioni fk

il)(x) (i = 0, 1, 2,..., nr), donde la tesi, in forza del teo-
rema YII.

3. ïndicazione di taïune estensioni. - È facile estendere i teo-
remi enunciati al caso che Ie funzioni considerate siano vettori ad
un qualsivoglia numero q di componenti e se ne deduce, in par-
ticolare, il seguente teorema da avvicinarsi ad uno ben noto del
YltALI.

XII. La successione { fk(z) |, i cui termini sono funzioni dell'unica
variabüe complessa z, olomorfe in un campo connesso Z del piano
complesso, dotato di modulo perimetrico e di diametro perimetrico
finito, sia limitata in ciascun punto di una base B di 7x e conver-
gente in un insieme di punti di Z avente, almeno, un punto d' ac-
cumulazione situato in 7t. Se Ie derivate di un certo ordine 1 •+- r
delle fk(z) sono equilimitate nel campo Z, la successione { fk(z) ! e
le sue derivate fino a quella inclusa d'ordine r, convergono unifor-
memente in 1Ï (7).

(7) Convergono, ovviamente, in ogni punto di 2, anche le successioni
derivate d'ordine maggiore di r, ma queste, in generale, uniformemmte.
soltanto in ogni insieme chiuso contenuto in Z.
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Ad un teorema analogo per Ie funzioni di più variabili com-
plete si pnö facilmente parvenir©, vajendosi, anziehè di conside-
razioni intese ad estendere i teoremi dei nu. precedenti alle fun-
zioni vettoriali, delle seguenti.

Sia f(x) un vettore a q componenti, funzione del punto x dello
spaziQ St,t)i. di classe r in un campo connesso X, con derivate r-me
assolutamente continue rispetto a ciascuna delle variabili xu xv..., xn

su un qualsivoglia segmento finito, contenuto in X e parallelo ad
uno degli assi coordinafi, cioè, come diremo, su ogni segmetito
cwdinato. Posto

dXx*idX%** ... dXn n

è aoto (8) che, fissato un punto x° di X, detta 7c(se°, x) una qualunque
roligonale coordinata, contenuta in X e terminata ai punti x° e x,
si ha

0,r—p

(4) fsiSi...sn{*)=

JJ ^ T ^ ,JJ
per
p = 0, 1,..., r ; « l-H« t-H.. . + « f t=jp; ^ , «, , . . . , stt = 0, 1,,-. . , i>,

ove ?(?!, S*,..., ?„) indica il punto variabile sulla TZ(X°, x),d% il dif-
ferenziale totale di una funzione di ?, rispetto alle variabili Ç,,

cc

(5) (*)ƒ
°

1' integrale sulla poligonale 7t(x0, x), nel verso da x° a a?. Ne segue
che se lungo ogni lato della -nfo1*, x) Ie derivate d'ordine 1 + r ^ono,
là dove esistono, in modulo superiormente limitate dal numero L,
risulta

(6) 2|

(8) Cfr. M. PicoNB, Sul criterio di 4ntegrabilità delle forme differeneiali
di qualsivoglia grado, « Bollettino delPUnione Mat. Italiana », 1937.
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per

Se anche Ie derivate d'ordine 1-»-** sono continue in ,X, all'in-
tegrale (5) si puö sostituire, nella (4), quello lungo una qualsivoglia
curra C continua e rettificabile, terminât a ai punti x° e xs e al se-
condo membro della (6)

rtn\xx*\)'-p
lung C'

€ se fra tali curve vi è il segmento rettilineo,

_ (Vn| a-,*»!) '->+'

Si hanno dumque i teoremi:
XIII. Se i vettori a q componenti delV aggregato [f(x)] sono fun-

zioni del punto x di classe r nel campo oonnesso X avente diametro
perimetrico finito dn(X), con derivate d'ordine r ivi equiuniforme-
mente lipschitziane sut segmenti coördinatie mentre gVinsiemi nu-
merici

^ o , l, 2,..., »r),

-essendo x° un fissato punto di X, sono limitati, Ie funzioni fft)(x).
per i <; n r risultano equilimitate in X, e, de#o Lp° tew w^wero non su-
perato in x° dal modulo delle derivate d'ordine p(pr=Ö, i,,..., r), Li+r

uno non superato, nei punti di X ove esistono, dalle derivate d'or-
dine 1 -+- r, un numero non superato in X dal modulo delle derivate
d'ordine p è dato da

<tvendo designato con d(X) êï diametro ordinario di X. Se, di piu,
il campo X è dotato di modulo perimetrico §x(s), Ie derivate oVordine
P(P ̂  r) wescono anche equicontinUe in X. con modulo di continuité

XIY. J vettori della .successions | fk(x) I verifichino, nel campo
oonnesso X dotato di modulo perimetrico e di diametro perimetrico
finito, Ie ipotesi del teor. pree. Se Ie successioni delle lor o derivate
(r -+- ly-wie convergono su ogni segmento coordinato, quasi ovunque.
allora, dalla convergenza delle successioni |fk(i)(x)l> per i5Snr, in un
punto x° di X, segue la convergenza uniforme di queste in tutto X.

Sia ora f(z) una funzione del punto z, di coordinate complesse
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&i, 2^,..., 0„, olomorfa nel campo connesso Z dello spazio complesso
jS(tn) a 2n dimensioni. Intendendo per poligonale coordinata 71(0°, S),
terminata ai punti z0 e e, ordinatamente di yertici #°, #(l), z{t\ ..., sW,
(̂v4-i) == ̂  ogni poligonale di Sitn) tale che fra una coppia qualsi-

TOglia di rertioi ^ consecutiri &{h) e ^</t+1) gussistano Ie eguaglianze

per tutti i valori, uno solo eccettuato^ dell' indicé fc da 1 a n, si
vede che sussistono ancora Ie (4) e (6), per qualsivoglia indice r,
positivo o nullo, ore si sostituiscano i punti #°, x, l, rispettiva-
mente coi punti 0°, $, Ç di coordinate complesse^ potendosi altresï
sostituire il secondo membro della (6) con Ie funzioni (7) e (8), nella
<sui espressioni Tenga operata la medesima sostituzione. Ne segue
il teorema:

XY. La successione ! fk(̂ ) i sta costituiia di funzioni del punto
2(5Sj, z t ) . . . , zn) olomorfe nel campo connesso 7t dello spazio complesso
Staii), dotato di modulo perimeirico e di diametro perimetrico finito.
Se esiste un punto z° di Z, in cui Ie successioni ; fk (̂z°) i conver-
gono per qualsivoglia i e Ie derivate parziali di un certo ordine
l -+- r sono equilimüate in Z, Ie successioni f fkW(z) I (i - 0, 1, 2, ... , nr)
convergono uniformemente in Z.


