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Sulla derivazionme parziale per serie,

Nota di MAaURO PicoNE (a Roma).

Sunto. - L’ utilita della nota presente mi é apparsa riflettendo un po sw
quella, che in questo fascicolo la precede, del dott. CArRLO Pucacs, nella
quale il giovane autore stabilisce un nuovo feorema di derivazione or-
dinaria per serie che io ritengo importante per le applicazioni che pud
ricevere. Il trasporto di tale teorema alla derivazione parziale per serie,
scopo precipuo della presente nota, pud farsi se.si suppongono possedute
dal campo su cui si deriva talune proprietd metriche che ho gid ubi-
lizzato in qualche mio corso e che é forse opportuno pubblicare, come
qui faccio.

1. Notazioni ¢ momenclatura. Teoremi preliminari. - Deno-
terd con la lettera  un punto dello spazio euclideo S, a » dimen-
sioni, con x,, ,,..., «, le coordinate ortogonali di x, con {a'— x”
la distanza euclidea fra due punti «’ e 2" di S,,,. Dird che un in-
sieme X di punti di S,, & un campo se & un insieme aperto, su
Sy, coordinata ogni poligonale di S, se ogni suo lato & parallelo
ad uno degli assi coordinati a cui & riferito §,,. Se X & un campo
connesso di S, comunque se ne fissino due punti a2’ e a”, esi-
stono infinite poligonali coordinate, che indicherd con =(x’, z"),
contenute in X e a quei punti terminate: 1’estremo inferiore del-
P’ insieme numerico descritto dal perimetro di x(x, ") sarad chiamato
la distanza perimetrica (su X) fra i punti ' e z” e denotata con
| ®" — " |,, I’ estremo superiore dell’insieme numerico descritto da
|’ — x| x» @l variare di x' e x” in X, il diametro perimetrico del
camnpo X e denotato con dn(X). Ovviamente il diametro ordinario
di X non supera il perimetrico, ed & pertanto limifato un campo
connesso X che abbia finito quest’ultimo (?).

Sia f(x) una funziome reale del punto x definita in un campo 4,
dird che essa & di classe 7, in X, se vi & dotata delle derivate par-
ziali (rispetto alle coordinate x,, «,, ..., , di x) fino a quelle incluse
d’ ordine 7. Posto

1 2
ny =0, nl:(n;- )—1, n,=(n; )—1,...,%,:(”+r>-—-1,

(!) Notiamo che se «, &', " sono punti di X, risulta

j@ —a |y S|e—o' |x+ e —x" | 5.
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porremo anche [ =f, e indicheremo con
f9(=) (=1 2,.., n),

tutte le derivate parziali della f{x) fino a quelle incluse d’ordine r,
e quelle del primo, del secondo, ..,, dell’ r~mo, rispettivamente, con

’(l)’ f(l), “es f(n)’

f(”|+1), f(”x+2), ces y f(””,

for—t) gD )

Sussistono i teoremi seguenti.

L. Se per una funzione reale f(x), di classe 1 nel campo X, lungo
una poligonale n(x’, x") contenuta in X e terminata ai punti x’' e x”,
8t ha

| ) | < L (t=1,2,..,n),

| @) — fl&") | < Lin « | n(a, 27)1,

ove |=(x', x")| indica i perimelro di ~(x', x").

Cid & conseguenza immediata del teorema di LAGRANGE per le
funzioni derivabili di una variabile, quando la poligonale = & co-
stituita da un sol lato; nell’ altro caso, detti a'V, x?, ..., x(*—Y i ver-
tici che, successivamente, 8’incontrano percorrendola da «’ a x=”,
posto 2 = &', x" = x”, risulta

risulia

|f@)—ta) = | 3 (flw) — fat-n) { = \ fla) — flate-v | <

:<: L" é i a® — x(k—])' — Ln . ‘ -n(wl’ xll) J
k=1

Se avessimo considerato fufte le poligonali contenute in X che ne con-
giungono due punti fissi @' e «’’, I’estremo inferiore dell’insieme nume-
rico descritto dai perimetri di quelle poligonali (che & anche I’ estremo in-
feriore dell’insieme delle lunghezze delle curve continue e rettificabili
contenute in X e a quei punti terminate) avrebbe fornito un’altra dista: za
perimetrica, su X, fra i punti «' e ". Denotatala con |x’' — ' |#, subito si
dimostra che

|o — " |£< |0 —a" | X< |2 — 2" |V,

e che, detti @7 (X) il diametro perimetrico di X fornito dall’estremo su-
periore dell’insieme delle distanze |’ — x|}, d(X) il diametro ordinario
di X,

d(X) < ds. (X)< dn(X) < d% (X)V7 .

Se . a', x” sono punti di X, si ha anche

| — 2" | X< |2 —a' |X+ |0 —" |%
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I1. Se X & un campo connmesso di diamelro perimetrico finito,
ogni funzione f(x) di classe 1 in X, & tvi (continua e) limitata se
vi sono limitate le sue derivate prime.

Sia L un numero non superato in X dal modulo di ciascuna
delle f%(¢ =1, 2,.., n), fissato comunque un punto a° di X, per
ogni altro punto x di X risulta, in base al teorema precedente,

[fl)| < [ f(@°) | + Lar(X).

III. Un aggregato [f(x)} di fumzioni di classe 1 nel campo con-
nesso X, di diametro perimetrico finito, & ivi di fumzioni equilimi-
tate, se lo sono ciascuno degli aggregati [f(x)] i=1, 2,..., n) delle
derivate prime ed & limitato 1 insieme [£(x°)] dei valori che le fun-
zioni dell’ aggregato assumono im un punto x° arbitrariamente fis-
sato di X.

Dird che un campo connesso X & dotato di modulo perimetrico
se la distanza perimetrica | o’ — 2" |, fra due suoi punti & infini.
tesima con la distanza |2’ — 2|, se, cio®, esiste una funzione po-
sitiva 34(¢), che chiamerd un modulo perimetrico di X, tale che, co-
munque si prendano in X due punti ' e & ad una distanza mi.
nore di 84(¢), si possa costruire una poligonale coordinata contenuta
in X e a quei punti terminata, il cui perimetro non superi e (3).
Ad esempio, considerate, nel piano, due circonferenze C e (' es-
sendo C’ di raggio minore di C, non esterna e tangente alla C, il
campo del piano luogo dei punti interni a C ed esterni a C’, non
¢ dotato di modulo perimetrico. Sussistono i teoremi:

IV. Se X & un campo connesso dotato di modulo perimetrico 3x(c),
una funzione f(x), di classe 1 in X, & ivi uniformemente continu
se le sue derivate prime vi sono limitate, e detto L un numero non
superato in X dai moduli di queste derivate, un modulo di continuita

€
della f(x) & Sx(ﬁ)'

Si ba, infatti (teor. I), comunque si assumano in X due punti
x' ex”, con |x' — x| < 8x(¢/L), detta n(x’ — "’ ) una poligonale coor-
dinata contenuta in X e a quei punti terminata, di perimetro non
superiore a e/L,

| ) — t@") | S L+ | wla, 2")| <.

V. Un aggregato [f(x)] di funzioni di classe 1, nel campo con-
nesso X, dotato di modulo perimetrico, v di funzioni wi equicon-

(®) Una tale proprietd per un campo trovasi gid menzionata al n. 122
(teor. IIT) delle mie Lezioni di Analisi infinitesimale, [« Circolo matema-
tico di Catania », Catania (1923)].
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tinue (%) se gli aggregati fO(x)](i=1, 2,..., n) delle derivate prime
sono di funzioni equilimitate in X.

Dato un arbitrario insieme X di punti di S, dird che una
successione di punti di X & una sua base, se 'involucro dell’in-
sieme B, costituito dai punti della successione, cioé I’insieme somma
di B e de) suo derivato, contiene X. Sussiste il seguente ben noto
teorema (¥).

VI. Se una successione | fx(x)| di funzioni equicontinue in wun
insieme X limitato, di base B, converge in ogni punito di questa,
essa converge uniformemente in X, verso una fumzione che ha per
modulo di continuita ognuno che sia comune a tutte le fi(x),

Ne & corollario il seguente.

VII. Se una successione | fi(x) | di funzioni di classe r nel campo
limitato X, i equicontinue ed eguilimitate con le loro derivate par-
ziali fino a quelle incluse d’ordine r, converge in ogni punto di una
base B di X, la successione stessa e quelle delle derivate parziali
dei primi v ordini convergono uniformemente in X.

In base al teor. prec. la successione | fi(x)! converge, unifor-
memente in X, verso una ben determinata funzione f(x). Esistono
d’ altra parte (*), una successione }v,}{ di indici, crescente, e una
funzione g(x), in X uniformemente continua con tutte le sue deri-
vate parziali dei primi » ordini, per le quali si ha, uniformemente
in X,

klil.nm[ f,9@) — g¥x) | =0, (¢=0.1, 2. .., n,)

ed essendo, in X, g(x) = f(x), risulta g*(x)= f(z)¢ < »,). Dime-
striamo che si ha, uniformemente in X,
{1) lim | f,"x) —f"2) | =0 (=0, 1, 2...., »n,).
ks o0

Data la equicontinuita, in X, delle |f,“(x), — f*¥(x)|, basta di-
mostrare la (1) in ogni punto x° di X. Ora cid segue dal fatto che
non possono esistere in numero positivo ¢ un indice j di deriva-
zione e una successione !, | di indici, crescente, tali da aversi

@) — [°) | =&

perché alla successione |, | ne & subordinata un’altra {u,”: per
la quale risulta, comunque si prendano il punto % in X e V’indice i.
lim | fff,)k(x) — {9 (@) ] (per k—-o0) =0.

(°) Dird, brevemente, equicostinue, ma sarebbe piu corretto dire egu:-
uniformemente continue.

(*) Cfr., per es., il n, 57 delle mie Lezioni di Analisi funzionale, |edite
dalla Societd editrice “ Studium Urbis,, Roma » (1947), Citta universitaria].

(%) Cfr., per es., M. PICONE, loc. cit. (¢), n. 61.
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2. 1 teoremi del Pucei per le funzioni di pii variabili.
VIIL Si abbia una successione | fx(x)| di funzions reali, di classe t
nel campo X di Sm) e sia q un numero naturale non superiore a n.
Se ciascuna delle successioni .
(@) | ©=1,2 ., 9
diverge uniformemente in un imtervallo T di X e (quando fosse a < n}
ciascuna delle
{ fo%x) | (t=gqg+1, g+ 2,..., n),
¢ limitata in T, esiste una successione | fy, | subordinaia alla |fy|
che diverge uniformemente in un intervallo T’ contenuto in T.
Fissato, arbitrariamente, un punto «°, inlerno a T, esiste una
successione |v, | di indici, crescente, per la quale si ha

(2) Iv@) 20,
oppure
3) foa) < v.

Per un gqualsivoglia punto (x,°+§,, 2,° +§&,.., 2,0 +§,) di T
risulta
ka(wl“ + &y 2 5y, 2,048 =fv,‘(m°) +
Fo, V04 0,8, 20,°+ Boyoes 2,0+ E,,)+fyk"’(xl°, 040,85, ooy 2,04E,) +
e ka(”)(xxo’ @30y oee s ®,° + 8,8,),

ove 8,, 6,,..., 8, sono numeri positivi minori d’'uno. Se indichiamo
con 2¢ la distanza di x° dalla frontiera di T, con 7'’ I’intervallo di T
luogo dei punti (x,° + &, #,° + &, ..., «,° +£,) per cui

(&= =1 2..,q),

con L un numero non superato in T .dai moduli delle derivate f,',
per ¢ =q—+1,.., n, con & la massima dimensione di T, ne segue,
in 7', ove si dia alla &, per i=1, 2,..., g, nel caso (2) il segno
che, al diverger di %k, definitivamente acquistano le f,"’ e nel
caso (3) il segno contrarip, supposto che, per k > k,,, risulti, in T,
‘ kam(x) l >M@i=1,2,.., 9),

| fv,‘(-”lo + 5§, 2" + 8y, 2,0 +8,)| > gMo — (n — q)L8.

Si ha pertanto, per I’ arbitrarieta di M e la continuitdh in T
delle f,, Puniforme divergenza in 7' della successione ika(a:)t.

IX. La successione |fi(x)| sta di funzioni di classe 1, nel campo
connesso X, di diametro perimetrico finito. Se le derivate prime
(@) =1, 2,.., n) sono equilimitate in X e non lo sono le f,(x),
esiste wna successione subordinata alla | fi(x)| uniformemente di-
vergente in tutlo X.

In base al teor. III, fissato, comunque, un punto x° di X, esiste
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una successione {v,| di indici, crescente, tale da aversi

lim f, (%%) = + oo, oppure lim £, (&%) = — oo,
ko0 Kk~ 0o

ma (teor. I) detto L un numero non superato in X dal modulo
delle f,*(x) risulta, in X,

£, (@) — LdnX) < @) < f,, @) + Ldn(X),

donde I’ uniforme divergenza, in X, della successione | f, () !.

X. La successione |fy(x)| sia di funzioni di classe r + 1 nel
campo connesso X, di diametro perimetrico finito, equilimitale in
ciascun punto di una base B di X (%). Se le derivate d’ordine r + 1
delle fi(x) sono tutle equilimitate in X, allora lo sono ivi anche iutte
le funzioni £{)(x) i=0, 1, 2,.., n®).

Se le derivate f,—1*", d’ordine », non fossero equilimitate in X,
esisterebbe, in base al teor. IX, una successione }v,'| di indici,

crescente, per la quale la successione | kar(”"—l'”); vi divergerebbe

uniformemente. Se le derivate ka,(" r—1*% non fossero equilimitate
in X, esisterebbe una successione {v,”| di indici, subordinata alla
{vi’{ per la quale la successione fkav(”r—l*g) | ivi divergerebbe
eniformemente, ... . Cosl procedendo, si dimostra che se le derivate
P =mn,_+1,n,__,+2, ., n) dordine r, non fossero tutte equi-
limitate in X, si potrebbe costruire una successione {v,| di indict,
crescente, tale che alcune delle successioni {ka“" le=m,_,+ 1,
N,—, + 2, ..., n,) sarebbero uniformemente divergenti in X e le ri-
manenti limitate. Sia T un intervallo di X e ;ka‘"'~2+1)l una suc-
cessione, di derivate d’ordine .r — 1, per la quale, fra le n sue
successioni derivate

0

1 .
i ka‘"r*”’i (=1, 2.., n),

se ne presenti una, almeno, che sia uniformemente divergente in X
© quindi in T. In base al teor. VIII esiste un intervallo T’ con-
tenuta in T e una successione di indici {v,"! subordinata alla |{v,|
per la quale la successione {ka/(""—QH)] risulta uniformemente di-
vergente in T''. Consideriamo ona la successione ]kar(""—-ﬁ"'g) }. Due
casi possono presentarsi: o fra le # sue successioni derivate ve ne
sono uniformemente divergenti in 7', ed allora si pud costruire
una successione {v,”| subordinata alla {v,/} e un intervallo 7"
contenuto in T, per cui la successione lf,,kn(”'—21 At diverge uni.

(®) Cid non vuol dire, ovviamente, che siano equilimitate in B.



30 MAURO PICONE

formemente in T, oppure futte le sue successioni derivate sono
limitate in T’, ed allora avverra (teor. IX) che se la successione
stessa non & limitata in " ve n’® una |f, Wr—2+3) ad essa subor-
dinata uniformente divergente in 7,.... Cosl procedendo si perviene
alla costruzione di un intervallo T, contenuto in T e di una suc-
cessione jv,, | di indiei, crescente, tali che alcune delle successioni
th Y1 =n_y+1,n_,+2.. %) sono uniformemente diver-
genti in T e le rimanenti limitate, essendovi fra le divergenti
quella per ¢==n,_, + 1. Ripetendo il ragionamento, successivamente,
per le derivate degli ordini r —2, » — 3, ..., si perviene alla co-
struzione di un intervallo T, contenuto in T e di una successione
Iv,p | di indici, crescente, per cui la successione | f, ! risulta uni-
formemente divergente in T,, il che & contro I’ipotesi.

XI. La successione | fx(x)| ¢ cui termini sono fumzioni di classe
r + 1 nel campo connesso X, dotato di modulo perimetrico e di dia-
metro perimelrico finilo, converga in ogni punio di una base B di X.
Se le derivate d’ordine r + 1 delle fi(x) sono tutte equilimitate in X,
allora le successioni ;fg)(x)l i=0, 1, 2,..., n;) sono tutte uniforme-
mente convergenti in X.

In virtu della convergenza della ' fi(x)! in ogni punto di B, si
ha la sua limitatezza in ogni tale punto. Son dunque verificate le
ipotesi del teor. X e pertanto risultano equilimitate in X tutte le
funzioni f,“Yx) #=0, 1, 2,.., n,,,). Essendo X dotato di modulo
perimetrico, ne segue, per il teor. V, la equicontinuitd in X delle
funzioni f,*'(x) (¢ =20, 1. 2,..., n,), donde la tesi, in forza del teo-
rema VII.

3. Indicazione di talune estensioni. - 1 facile estendere i teo-
remi enunciati al caso che le funzioni considerate siano vettori ad
un qualsivoglia numero q di componenti e se ne deduce, in par-
ticolare, il seguente teorema da avvicinarsi ad uno ben noto del
VitALI.

XTII. La successione | fx(z) 1, ¢ cus termini sono funzioni dell’ unica
variabile complessa z, olomorfe in un campo connesso Z del piano
complesso, dotato di modulo perimetrico e di diametro perimetrico
finilo, sia limitata in ciascun punto di una base B di Z e conver-
gente in un insieme di punti di Z avente, almeno, un punio d’ ac-
cumulazione situato in Z. Se le derivate di un certo ordine L + r
delle fx(z) sono equilimitate mel campo 7, la successione |fx(z)! e
le sue derivate fino a quella inclusa d’ordine r, convergono unifor-
memente in Z (7).

(") Convergono, ovviamente, in ogni punto di Z, anche le successioni
derivate d’ordine maggiore di #, ma queste, in generale, uniformemente.
soltanto in ogni insieme chiuso contenuto in Z.
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Ad un teorema analogo per le funzioni di pii variabili com-
plesse si pud facilmente pervenire, valendosi, anziehé di comside-
razioni intese ad estendere i teoremi dei nn. precedenti alle fun-
zioni vettoriali, delle seguenti.

Sia f(x) un vettore a q componenti, funzione del punto x dello
spaziQ S,,,, di classe r in un campo connesso X, con derivate r-me
assolutamente continue rispetto a ciascuna delle variabili x,, z,, ..., 2,
su un qualsivoglia segmento finito, contenufo in X e parallelo ad
vno degli assi coordinafi, cio®, come diremo, su ogni segmento
crordinato. Posto

81 s,+...+s"f
fa.a, iy = T T
32,21 0, ... 02,
& noto (%) che, fissato un punto x° di X, detta =(z°, x) una qualunque
roligonale coordinata, contenuta in X e terminata ai punti ° e x,
8f ha
0,r—p ”

x, — x9%
4) fs,sg...s,,(a’) = Z szJ,, sg+l,,...,s,,+l”(a7°) H (—T‘__)_ —_
[ $==1 1 ¢
Dbt A <r—p
© wn
(xt - E; 1

— 3 Fourly spatpy sl T _T_f

l,l,...l" ,+1 i

L )
a0

per
p=0,1,..,r; 8 +8+..+8,=p; 8, 8,.,8,=01,..,p,

ove ¢, &,,..., £,) indica il punto variabile sulla =(z°, x), d¢ il dif-
ferenziale totale di una funzione di §, rispetto alle variabili &,,

®) () fm

Iintegrale sulla poligonale =(x,, «), nel verso da x° a x. Ne segue
che se lungo ogni lato della =(x°, x) le derivate d’ordine 1 + # sono,
la dove esistono, in modulo superiormente limitate dal numero L,
risulta

0yr—p

(6) | fsyse ...s,,(x) - . IE‘ Isi+1 80+15, .on) sn"'ln(xo) H
10gees - i=1
bHy iy <r—p
— el
< L Vals—a |y
= (r—p)!

1
(xt — wi) L4

A =S

| =, @),

(%) Cfr. M. P1CONE, Sul criterio di integrabilitd delle forme differenciali
di qualsivoglia grado, « Bollettino dell*Unione Mat, Italiana », 1937.
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per

p=0,1,.,.,7r; 8 +8 +..+8,=pP; 8, 8,.., 8, =0, 1;..., p.
Se anche le derivate d’ordine 1 4  sono continue in X, all’in-

tegrale (D) si pud sostituire, nella (4), quello lungo una qualsivoglia

curva C continua e rettificabile, terminata ai punti x° e «, e al se-
condo membro della (6)

Ve (Vn|z—a|)r—r
L
(r —p)!

{7) - lung C,

e se fra tali curve vi & il segmento rettilineo,

(Vi | — a0 | y=rh
® L =pF1

Si hanno dumgque i teoremi:

XIII. Se i vettori a q componenti dell’ aggregato [f(x)] sono fur-
zioni del punto x di classe r nel campo connesso X avenle diametro
perimetrico finito dn(X), con derivate d ordine r ivi equiuniforme-
mente lipschitziane sui segmenti coordinati, mentre gl’insiemi nu-
merice

[fo@=%] ¢=0, 1, 2,..., n,),

essendo x° un fissato punto di X, sono limitati, le funzioni f()(x).
per i < nr risultano equilimitate in X, e, detto Ly® un numero non su-
perato in x° dal modulo delle derivate d’ordine p(p =0, 1,,..., r), Li4r
uno non superato, nei punti di X ove esistono, dalle derivate d or-
dine 1 + v, un numero non superato in X dal modulo delle derivate
d’ordine p é dato da

(Vnd(X))—*
(r —p)!

avendo designato con A(X) ¢l diametro ordinario di X. Se, di piu,
il campo X & dotato di modulo perimetrico 8 4(e), le derivate d’ordine
p(p < r) riescono anche equicontinue in X. con modulo di continuita

5 (—e )
XL»‘-H

XIV. I wettori della successione | fx(x)! wverifichino, mel campo
connesso X dotato di modulo perimetrico e di diametro perimetrico
finito, le ipotesi del teor. prec. Se le successioni delle loro derivate
(r + 1)-me convergono su ogni segmento coordinato, quasi ovumque,
allora, dalla convergenza delle successions | fx)(x)!, per i<n_, in un
punto x° di X, segue la convergenza uniforme di queste in tutto X.

Sia ora f(2) una funzione del punto #, di coordinate complesse

+ Ly,

< /nd(X))*
Vi Z)y (X,

L,= Z LOP-H:(
h=0
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Zyy 2440y 2,, olomorfa nel campo connesso Z dello spazio complesso
S, 8 2n dimensioni. Intendendo per poligonale coordinata =(2°, 2),
terminata ai punti z, e 2, ordinatamente di vertici 2% 2V, 2®, ..., 2z0),
20+ =z, ogni poligonale di S,,, tale che fra una coppia qualsi-
voglia di vertioiconsecutivi 2™ e z*+V gussistano le eguaglianze

Ry —— o (h4+1)
2, M = g, "D,

per tutti i valori, uno solo eccettuato, dell’indice £ da 1 a n, si
vede che sussistono ancora le (4) e (6), per qualsivoglia indice r,
positivo o nullo, ove si sostituiscano i punti 2° =, §, rispettiva-
mente coi punti 2° 2, { di coordinate complesse, potendosi altresi
sostituire il secondo membro della (6) con le funzioni (7) e (8), nella
cui espressioni venga operata la medesima sostituzione. Ne segue
il teorema :

XV. La successione | fx(2) | sia costituita di funzioni del pumnio
%2, Z,, ..., Zn) olomorfe nel campo connesso Z dello spazio complesso
Sgan), dotato di modulo perimeirico e di diametro perimetrico finito.
Se esiste un punto z° di Z, in cui le successioni | fx()(z° | conver-
gono per qualsivoglia i e le derivate parziali di un certo ordine
1 + r sono equilimitale in 7, le successioni | fx)(z)! (i = 0, 1, 2, ..., ny)
convergono uniformemente in 7.



