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SEZIONE SCIENTIFICA
PICCOLE NOTE

Un teorema di derivazione per serie.

Nota di Carro Puccr (a Firenze).

Sunto. - Si da una nuova ammostrazione as un teorema di derivasione per
serie precedentemente pubblicato in gquesto « Bollettino ».

Il chiarissimo prof. MAUROo PI1CONE, che qui pubblicamente rin-
grazio, mi ha fatto notare che la dimostrazione del teorema con-
tenuto nella mia nota apparsa in questo « Bollettino » [(3), 4, (1949),
pagg. 270-274), si fonda sull’ espressione del resto di una formula
d’interpolazione che non & corretta. Riporto qui la mia dimostra-
zione originale che avevo sostitnifo con la precedente perché ri-
sultava pitr breve.

a) LeMma - In ogni punto di un intervallo (a, b) siano defi-
wite, per qualsiasi valore imlero positivo dell’indice n, le fumzion:,
assolutamente continue Fo(x) e le loro fumzioni derivale fn(x). Se
in (a, b) la successione | In(X) | diverge uniformemente a + oo (— o)
st pud estrarre dalla successiome ! Fyn(x)| una successione anp(x)i
uniformemenie divergenle a 4+ co 0 — oo in un intervallo non nullo
appartenente ad (a, b).

Per ipotesi fissato un numero positivo M arbitrario si pud cor-
rispondentemente determinare un indice %° tale che per » > n® e
x C(a, b) sia f,(x) > M.

Indicato con « un punto interno ad (@, b) supponiamo che la
successione | F(x)} contenga infiniti termini non negativi e sia
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| F,,(«)| la successione di tali termini. Indicato allora con ¢ un
punto di (a, b) tale che @’ >« si ha per xCZ(a/, b) e n, > n°

F, @ = F, ) + [1,,@de > M(a' — o)

e ne consegué quindi per I’arbitrarieth di M che la successione
| F, (@)} & uniformemente divergente a +<o in (&', b).

Se invece la successione | F,(«)} non ha infiniti termini non ne-
gativi essa ne ha necessariamente infiniti non positivi e sia allora
| Fy, ()| la successione di tali fermini. Indicato con b’ un punto di
(a, b) tale che & <, si ha ver x C(a, b') e n,>n’

-2

F, @ =F0) — f,@do<—Mu—b)

e quindi, per I’arbitrarieta di M, la successione anp(x)t ¢ unifor-
memente divergente a — oo in (a, b').

Analoga & la dimostrazione nell’ipotesi che la successione | f,,(x) |
diverga uniformemente a — oo in (a, b).

b) TeEorEMA - In wun intervallo (a, b) siano definite le fun-
zioni fu(x) con n =1, 2, 3, ..., le quali posseggano derivale fiuo al-
Vordine r + 1. Se la successione | fn(X)| converge in un insieme
di punti ovunque denso in (a, b) e se le funzioni £,"*V(x), con
n=1, 2 3,.., sono equilimitate, allora :

I. - le successioni | fi(x){, {f,,(P)(x)l con p=1, 2,.., r, conver-
gono uniformemente in (a, b);

IL. - la funzione f(x) = lim f4(x) ha ovunque in (a, b) derivate

n = o0
determinate e finite fino all’ordine v e si ha fP(x)= lim t,/P(x) per
n e oo

p=1,2..,r

Per ipotesi esiste un numero K tale che per x(C(a, b) e per

qualsiasi valore dell’indice % |f,"*"(x)| << K. Proviamo che pure
le funzioni f,"(x) sono equilimitate in (@, b). Essendo

| ) | = | [ £ @) + f,(0) | < K (b — a)+ | £, (@)’

basterad provare che ® finito lim | f,"{a) | .

% o OO

Supponiamo per assurdo lim | f,"(@)| = + oco. Vale allora almeno

7 = 00
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una delle due relazioni

lim f,%(a) = + oo, lim f,“Ya) = — oo

N —s O n 00

e supposto ad es. che si verifichi la prima possiamo allora estrarre
dalla successione |f,‘’(a)!| una successione |(f, t"’(a)l che diverge
a + oo, Essendo

Fa7a0) = fu (@) + /f”‘(r—i-l)(w)dw > fo @) — K(b — )

ne consegue che la successione |fy,"(x)| diverge uniformemente

a + oo, in tutto (a, b). Per il lemma precedentemente dimostrato
esiste una successione |f.“—"(x)!, estratta dalla successione

{ fn,"~"(@)| che diverge uniformente a+ oo 0 a — oo in un intervallo
non nullo appartenente ad (a, b). Applicando successivamente tale
lemma alle successioni |f,"~?){, .., |f. (@)1, |f.(x)] resulterebbe
che esiste una successione | fu () ! estratta dalla successione |}f, ()
che diverge in un intervallo non nullo appartenente ad (a, b) il
che & assurdo dovendo la successione |f,(x)! convergere per ipo-
tesi in un insieme ovunque denso in (a, b). Analogamente si mo-
strerebbe assurdo il caso lim f,"Y(a) = — oo.

N =—s 00

Si @ quindi provato che le funzioni f,(x), con n =1, 2, 3,...,
sono equilimitate in (@, b). Le funzioni f,"—V(x) avendo allora de-
rivate equilimitate in (a, b) sono esse pure equilimitate in (a, b) per
la precedente dimostrazione. Per le stesse ragioni somo equilimi-
tate in (@, b) le funzioni f,"~¥(x) e in genere le funzioni f, "(x)
per n=1,2, 3,... e p=1, 2,.., n

Le funzioni f,?(x), n =1, 2, 3,..., e p=1, 2,..., r, avendo de-
rivate equilimitate in (a, b), sono pure equicontinue in tale inter-
vallo per un criterio di ARzZELA (}).

Per un teorema di Ascowrr (), essendo le funzioni f,'(x) equi-
continue ed equilimitate in (a, b), si pud estrarre dalla successione
{f.(x)! delle successioni uniformemente convergenti. Siano f'n )1,
;f’ns(x)i due qualsiasi di tali successioni. Posto

lim f'y () = ¢',(), ”lim c!‘ ‘n () == ¢,'(x)
§

Ny —> 00

() V. per es. L. TonELLI, Fondamenti del calcolo delle variagioni, vol. I
pag. 77.
(?) V. per es. L. ToNELLI, op. cit,, vol. I, pag. 78.
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le ¢,'(x), ¢;'(x) sono continue in (@, b), e valendo in tal casc I’inte-
grazione per serie si ha per x, x, C(a, b)

tim  [fof@)de = lm [fnfz) — faf)] = [ @1 (2)dw = f(2) — fla:)

7y = O,

x

lim ffn(wdx—-hm[fu — faf@)] = [/ (@)dz = @) — olw,)

N = 00 2,4 @,

con f(x), ¢(x) funzioni continue definite dalle relazioni stesse. Scelto
il punto x, fra i punti di convergenza della successione |f.(x)! ne
deriva f(x,) = ¢(x,) e quindi f(x) = ¢(x) in un insieme ovunque denso
in (a@, b), ma essendo f(x), ¢(x) funzioni continue esse coincidono in
tutto (a, b). Ne consegue ¢,/(x) = ¢'y(x) = f'(x).
Mostriamo ora che lim f,'(x) = f'(x).
N ~—» 00

Supposto infatti che esista un punto = ove non valga tale re-
lazione si potrebbe estrarre una successione |} f’nq(u)s tale che

lim f’”q(oc) = f'(«). Allora per il teorema di Ascour dalla successione
”q—ow

tf'n ()| si potrebbe estrarre una successione uniformemente con-

vergente a una funzione g(x) tale che g(x)== f’(x), mentre abbiamo
mostrato che ogni successione uniformemente convergente estratta
da {f,/(x)| converge a f'(x) e quindi deve essere g(x) = f'(x).

Essendo poi in (a, b) le funzioni f,'(x) equicontinue e la succes-
cessione |f, ()} convergente, tale successione risulta pure unifor-
memente convergente in (a, b) (?).

Valepdo un noto teorema d’integrazione per serie per la suc-
cessione | f,'(x)| anche la successione }f,(x)} & uniformemente con-
vergente a f(x).

Essendo le funzioni f,”(x) equicontinue ed equilimitate in (a, b)
ed essendo convergente la successione |f,'(x)! avalogamente si di-
mostra I’uniforme convergenza della successione |f,”(x)} a " (x) e
cosl procedendo resta provato in generale 1’uniforme convergenza
delle successioni |f,P(x)!{ a fP(x) con p=1, 2,..7r

(%) V. per es. M. PicoNE, Lezioni di analisi funzionale, {Roma, 1946-47],
pag, 99.



