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SEZIONE SCIENTIFICA
PIGCOLE NOTE

Un teorema di derivazione per serie*

Nota di CARLO Ptrcci (a Firenze).

Santo. • Si da una nuova atmosirazione at un leorema di derivaeione per
serie precedentemente pubblicato in questo « BolletUno ».

Il chiarissimo prof. MAURO PICONE, che qui pubblicamente rin-
grazio, mi ha fatto notare che la dimostrazione del teorema con-
tenuto nella mia nota apparsa in questo « Bollettino » [(3), 4, (1949),
pagg. 270-274], si fonda sull' espressione del resto di una formula
d'interpolazione che non è corretta. Riporto qui la mia dimostra-
zione originale che aveyo sostituito con la précédente perché ri-
sultaya piü brere.

a) LEMMA - In ogni punto di un intervallo (a, b) siano defi-
nite, per qualsiasi vaïore intero positivo dell'indice n, Ie funmoni,
assolutamente continue Fn(x) e Ie loro funzioni derivate fn(x). Se
in (a, b) la successione | ïn(x) | diverge uniformemente a -f- oo (— oo)
si pub estrarre dalla successione jFn(x)l una successione |J?np(x)l
uniformemente divergente ct + ooo — oo in un intervàllo non nullo
appartenente ad (a, b).

Per ipotesi fissato un numero positivo M arbitrario si puö cor-
rispondentemente determinare un indice n* taie che per n > n° e
x Œ (a, b) sia fn(x) > M.

Indicato con a un punto interno ad (a, b) supponiamo che la
successione \Fn(x)\ eontenga infiniti termini non negativi e sia
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j Fn (a) | la successione di tali termini. Indicato allora con a' un
punto di (a, b) taie che a' > a si ha per x d (a', 6) e wp > n°

X

Fn&(x) = j;,(a) +ffn,{x)dx > M(a' - a]
a

e ne conseguè quindi per F arbitrarietà di M che la successione
| Fn (x) | è uniformemente divergente a -p^o in (a\ 6).

Se invece la successione | Fn(<*) j non ha infiniti termini non ne-
gativi essa ne ha necessariamente infiniti non positivi e sia allora
} Fn (ot) i la successione di tali termini. Indicato con V un punto di
(a, b) taie che Ô' <: a, si ha per x CZ (et, b') e n ~> n°

a

*»,(*) = '«„(«) - f«,(*)*» < - M(« - &')
a;

e quindi, per V arbitrarietà di M, la successione j Fn {x) j è unifor-
memente divergente a — oo in (a, b').

Analoga è la dimostrazione nelF ipotesi che la successione | fn(x) \
diverga uniformemente a — oo in (a, b).

b) TEOREMA - In un intervallo (a, b) siano definite le fun-
zioni fn(x) con n = 1, 2, 3,..., le quali posseggano derivate fiuo ah
V ordine r -+- 1. Se la successione | fn(x) | converge in un insieme
di punti ovunque denso in (a, b) e se le funzioni fn*r-hl*(x), con
n z= 1, 2, 3j..., sono equilimitate, allora :

I. - le successioni j fn(x) f, | fn
(p)(x) | con p = 1, 2,.,., r, conver-

gono uniformemente in (a, b);

II. - la funzione f(x) r=r lim fn(x) ha ovunque in (a, b) derivate
n •—•- oo

determinate e finite fmo ail'ordine r e si ha ëv\x.) = lim îjv\x) per
n —•*- oo

p = 1, % ..., r.
Per ipotesi esiste un numero' K taie che per xCZ\ay b) e per

qualsiasi valore delP indice n | /n
<r"t"1){aî) | < K, Proviamo che pure

le funzioni fn
ifm)(x) sono equilimitate in (a, b). Essendo

<,K(b - a)

basterà pro vare che è finito lim | fn
lv)(a) \.

Supponiamo per assurdo ïïm | /«{r)(a) | = H- oo. Yale allora almena
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una délie due relazioni

ïïm fn<* >(a) — +- oo, lim fn
ir){a) = - oo

e supposto ad es. che si verifichi la prima possiamo allora estrarre
dalla successione 1 fn

lr}(a) I una successione | fn
{r)(à) I che diverge

a -4- oo. Essendo
X

j -->\x)dx > Uï\a) - K{b - a)

ne consegue che la successione \f»t
ln{x)\ diverge uniformemente

a + oo^n tutto (a, 5). Per il lemma precedentemente dimostrato
esiste una successione j fn^~X)(x) \, estratta dalla successione
I fnt

{v~~l*{x) ! che diverge uniformente a -H oo o a — oo in un intervallo
non nullo appartenente ad (a, 6). Applicando successivamente taie
lemma alle successioni | fn

{r"~2)(x) |,... , {ƒ„'(#) |, î ,(aî)i reaulterebbe
che esiste una successione ; /»5(#) i estratta dalla successione j fn(x) j
che diverge in un intervallo non nullo appartenente ad (a, b) il
che è assurdo dovendo la successione | fn(x) j convergere per ipo-
tesi in un insieme ovunque denso in (a, 6). Analogamente si mo-
strerebbe assurdo il caso lim fn

ir)(à) = — °°>
n—*-oo

Si è quindi provato che le funzioni fn
ir)(x), con t&=l, 2, B,...,

sono equilimitate in (a, b). Le funzioni fn
{r~~l<*(x) avendo allora de-

rivate equiiimitate in (a, b) sono esse pure equilimitate in (a, b) per
la précédente dimostrazione. Per le stesse ragioni sono equilimi-
tate in (a, b) le funzioni fn

ir~*\x) e in genere le funzioni fn
lp)[x)

per n = 1, 2, 3,... e p = 1, 2,..., r.
Le funzioni fn

ip)(x), n~l, 2, 3,... , e p = 1, 2,..., r, avendo de-
rivate equilimitate in (a, 6), sono pure equicontinue in taie inter-
vallo per un criterio di ARZELÀ f1).

Per un teorema di ASCOLI (2), essendo le funzioni fn'(x) equi-
continue ed equilimitate in (a, 6), si puö estrarre dalla successione
| fn'(x) \ délie successioni uniformemente convergenti. Siano j f'nt{x) \,
\f'n(x)\ due qualsiasi di tali successioni. Posto

lim f\(x) = i\{x), lim f'nJLx) = Tî'(x)
*• o o

(l) Y. per es. L. TONBLLI, Fondamenti del calcolo délie variazioni, vol. I
pag; 77.

(?) Y. per es. L. TONBLLI, op. cit., vol. I, pag. 78.
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le cp,'(aî), <ps'(;«) sono continue in (a, &), e valendo in tal caso l'inte-
grazione per serie si ha per x, x, CZ (a, b)

se x

lim ffnt(x)dx = lim lUt(x) - fnjix,)] =f<?ï(x)dx = f(x) - t{xx)

as se

Um ff'n(x)dx — lim [f„s(a5) — A*,(»i)J = lyt'(x)dx — cp(x) — ?(»,)

con ƒ(#), <b(x) funzioni continue definite dalle relazioni stesse. Scelto
il punto #! fra i punti di convergenza della successione } fn{x) \ ne
dériva f(x^ — cp(x,) e quindi f(x) = cp(a?) in un insieme ovunque denso
in (a, 6), ma essendo /(x), y(x) funzioni continue esse ooincidono in
tutto fa, b). Ne consegue <p/(x) = f\(x) = f'(x).

Mostriamo ora che lim fH'(x) = f{x).

Supposto infatti che esista un punto a ove non valga tale re-
laaione si potrebbe estrarre una successione J f'n (a) ! tale che

lim f'n (a) =|= T'(a)* Allora per il teorema di ASCOLI dalla successione

1 f'njft) t s* potrebbe estrarre una successione uniformemente con-
vergente a una funzione g(x) tale che g(a) ̂  f'(a), mentre abbiamo
mostratb che ogni successione uniformemente convergente estratta
da \fn\x)\ converge a f'(x) e quindi deve essere g(x) = f'(x).

Essendo poi in (a, b) Ie funzioni fn'(x) equicontinue e la succes-
cessione {fn

f{x) \ convergente, tale successione risulta pure unifor-
memente convergente in (a, b) (3).

Yalendo un noto teorema d'integrazione per serie per la suc-
-cessione | fn'(x) \ anche la successione j fn(x) | è uniformemente con-
vergente a f(x).

Essendo Ie funzioni fn"(x) equicontinue ed equilimitate in (a, b)
-ed essendo convergente la successione ) fn'(x) \ an alogamente si di-
mostra l'uniforme convergenza della successione \fn"(x)\ a ƒ "(as) e
cosï procedendo resta provato in generale 1' uniforme convergenza
delle successioni {fn

(p){x) ! a f{v){x) con p = 1, % ... r.

(3) Y- P e r es- 21. PIOONE, Lesioni di analisi funzionale, [Roraa, 1946-47],
pag, 99.


