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SEZIONE STORICO-DIDATTICA

La continuita della retta e il postulato V° di Euclide.

Nota di SALvaToRE D1 Nor (a Roma).

Sunto. - 8¢ osserva che nel V° postulato di Euclide é anche ammessa, per
quanto basta alla geometria elementare, la comtinuita della retta.

1. - Nella geometria elementare si ammette :

I. - un piano & diviso da una sua retta r in due figure con-
vesse (semipiani), che-hanno comuns 4 soli punti di r;

11. - il segmento, che uwmisce un punlo d'un semipiano con un
punto del semipianc opposto, ha un punto su r.

La II & un parziale riconoscimento della continuitd della retta
com’® facile vedere enunciando il postulato della continuita sotto
la forma di PEawNo (}):

I11. - il segmento AB, che unisce un punio A d una figura
convessa F con un punto B esterno ad F, contiene un punio X lale
che AX appartiene ad F, ed XB & fuori di F.

Amineass la I, basta supporre che F sia un semipiano per de-
durre la II dalla XII .

Dalla I e dalla II si ha:
un’altra retta t del piano, che ha punti in enlrambi i semipiani
d’origine r, ha un punio comune con r (incontra r); e viceversa.

B dunque la stessa cosa dire che due rette d’'un piano non s’in-
contrano, e dire che una appartiene tutta a uno stesso semipiano
rispetto all’altra, che cioé sono parallele nel senso etimologico della
parola. Ma perché queste due relazioni si identifichino & necessario
ammettere la II, o altro postulato equivalente, ad es. il XIIT di
PEaNO (}), con cui si riconosca, in parte, la continuitad della retta.

(!) - G. PEANO. < Sui principi della geometria », in Riv. di Mat., 4 (1894),

(®) - G. PeEaNO, 1. ¢. V. anche U. CassiNa - Sul teorema fondameniale
della geometria proiettiva ed i principi della geometria. In Periodico di
matematiche, Vol. XX, 2, 1940.
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Le conseguenze dellu IT sono varie e notevoli; qua interessa
notare che, una volta ammesso in qualche modo il trasporto d’ un
segmento (IV) e I'unicita della parallela ad una retta per un punto
{V), si ricava dalla II:
dati su una retla due o pite punti d'ascisse a, b, c. ..., esistono sulla
retta tutii ¢ punti le cui ascisse appartengono al campo di raziona-

lita (K%), contenente tutti ¢ numeri ottenuti, partendo da a, b, c, ...,
con un numero finito di operaziont razionwls 0 con operazioni del
tipo \/m®+ n?, dove m ed n sono due qualsiast numeri del campo (?).

Quindi, se esiste un segmento u, esiste anche il prodotto di w

per ogni numero -del campo (K;—), e Y esistenza di questo prodotto
si pud dimostrare senza ricorrere al postulato generale della con-
tinuitd, ma servendosi soltanto della II.

Per esempio, si pud dimostrare l'esistenza del quarto proporzio-
nale dopo tre segmenti dati.

2. --Certamente EucLIDE attribuisce la continuitd alla retta,
anche se non ne parla esplicitamente: del resto, solo di recemnte
s’¢ sentito il bisogno di mettere in luce questo attributo della retta.
Percid la Il & tacitamente ammessa negli « Elementi», come appare
per es. nelle dimostrazioni delle proposizioni 10 e 21 del 1° libro.

Quindi, definendo parallele due rette d’un piano che non s’in-
contrano, EUCLIDE non ha il minimo dubbio che tali rette possano
non essere da una stessa banda una rispetto all’altra.

Pure, questa lacuna & senz’ altro colmata con la forma, incon-
sciamente felice, data all’enunciato del 5° postulato; con cui viene
precisata la relazione di parallelismo. In quest’enunciato EucLIDE
afferma che due rette s’incontrano se con una trasversale formano
angoli coniugati interni non supplementari. Egli quindi, per la
definizione posta di rette parallele, afferma due fatti:

A) le due rette non sono parallele ;
B) le due retle hanno un punto comune.

La prima affermazione, che porta all’unicitd della parallela, &
stata criticata e tormentata per tanti secoli.

La seconda, equivalente alla II, &, come 8’2 detto, un parziale
riconoscimento della continuith della retta. Ed & un riconoscimento
esplicito, anche se soltanto mella forma e al di 14 di ogni inten-
zione.

Si pud concludere che il postulato 5° di BucLIDE, cosl visto,
equivale alla somma della Il e della V, che nelle odierne tratta-

(®) - G. CaSTELNUOVO. «Sulla risolubilith dei problemi geometrici...» in
Quest, riguardanti le mat. elem. di F. ENRIQUES.
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zioni sono enunciate distinte; quindi questo famoso postulato ha
un contenuto piii ampio di quello che di solito gli si attribuisce.

Notiamo, inoltre, che EUCLIDE nelle prime proposizioni dimostra
la possibilitah del trasporto del segmento avendo ammesso, senza
dirlo esplicitamente, il postulato del compasso, ¢ quindi pud dimo-
strare 1’esistenza del prodotto di un segmento per ogni numero

del campo di razionalita K;’, che contiene i numeri razionali e
tutti gli irrazionali quadratici (%).

E queste parziali ammissioni della continuitd della retta bastano
per la trattazione Euclidea, da cui resta esclusa la rettificazione
della circonferenza e quindi il prodotto di un segmento per um
numero trascendente. Che se poi. seguendo ARCHIMEDE, si postula
Vesistenza d’un segmento lungo quanto la circonferenza, il postulato
della continuita potrebbe essere bandito dalla geometria elementare.



