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I polinomi ipergeoiuetrici nel calcolö delle differenze finite.

Nota di LETTE^IO ToscANô^a Messina).

Santo - L'autore présenta un saggio di una nuova trattasione dei poli-
nomi ipergeometrtct, m particolare dt gueth di LAGÜEBRE.

1. I polinomi di LAGTJEB'RE generalizzati

vengono abitualmente definiti con la relazionc

[2] £n(«)(a;)

In essi oltre la variabile x compare la quantità a, e quali f un*
zioni di quest' nltima sono stati introdotti nel calcolo delle diffe-
renze finite con Ie altre relazioni (l)

m ^
[4]

In qaesta nota estent]o sopratutto la [3] ai polinomi ipergeo-
metrici
\Q F(-n9 Y + S; Y; x),

funzioni 'dii y; e inoltre, poichè non mi risulta che Ie |3] e
pöco noté — siano state preee in considerazione pet pro-

<*)VY. Q. CASTEI^OVO, L C.
(4) ODra i lavori recent! cfr. J. GBROITCMÏTS, O»I a class of Appell poly-

uomiaU, * Communieaiicms de la Société Mathématique de Kharkoff »,
serie 43 1 TIIIj 1034. ütei eoto&onéo si badi perö &le motasioni diverse.

J^ell* opera di r iu Jo^nxs. Calcuïus ofFiniteBiffereness, Budapest 1939
(p. 47S, § iAS, Gr, volynonitaïs), BI etudiano dei poKhomi ohe si pos*
sono -pva® fftcilmento rioondurro a quelii di I/AGÜBRRE con ld relazione

) = — } & jx-hn), e VA. 11 definisee tome nella nostra [3].

Cfr. pare O. SZEGÖ, Orthogonal polynomials, «American Mathematica!
Society », Ifew JTork̂  i9S9.
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varne la loro capacità e utilité nello studio dei polinomi cli L A -
GUERRE, mi propongo di sottoporle a taie proya, particolarniente
la [3], insieme alla relazione più generale per i polinomi [5],

Si tratta di dare un saggio di una nuova trattazione dei poli-
nomi ipergeometrici, in partitfolare di quelli di LAGHCTERRE. El ricavo
due nuove formule di moltiplicazione, dandone nello stesso tempo
una rappresentazione integrale. Calcolo Ie trasformate di LAJPLACE

delle funzioni

a#+Yâjy—», ? •+• a î Y> Y -+• P •+• 1 ; x)

xtiFJr- » ; Y -*- li Y H- P •+• 15 »).

Passo poi a stabilire aleuni sviluppi in serie di polinomi iper-
geometrici o di L^atTERRE, ed estendo il noto sviluppo

1 *

Stabilisco per la funzione di BESSEL Ja(x) la relazione

cön

ovrero

çn a

•W X

« «ï J

e da questa ultima ritrovo dapprima e subito il noto sriluppo

e"(ux)~~1 JJ2\'üx} = %
o

e poi deduco Paltro

che per u = n è stato trovato da TRÏCOMI.

Infine pervengo allo sviluppo in serie

Aleuni dei precedent! risultati si potrebbero specializzare per
polinomi di HERMITE. E più in generale estendere ai polinomi
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ipergeometrici di G-ATJSS — ove uon è stato fatto — e a quelli di
tipo rFs, seguendo sempre il procedimento di questa nota.

2. 1/ estensione della [3] si ottiene subito senza artifici. Si ha

- xT r(Y + 8) «'( X) [i ) r{r + n-i) xr '

e, coiisiderando S indipendente da y, segue la relazione

Posto x = v, poicliè

( - n, Y + 8 ; T ;• ) = f ^ - n !

dalla [6], facendo ancora y = a-f- 1, discende la [3].

3. Ciö premesso passiamo alle applicazioni.
Si consideri la differenza n-esima di un prodotto

e si applichi per

AT) —
Si ha

8) _ - (n\ . _ , vt+Wr(T + *)

e sucoessiramente, per la [6], segue la formula di moltiplicazione

; va;)=: 2f (^
o *
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Per # = g e S—*oo si ha, con y = a

[8] Lnif*^)(vx)=£i (
o \ w — t

formula trovata per altra via da FELDHEIM ê comunicatami il 14
marzo 1941.

Seguendo poi lo stesso procedimeuto, ma invertendo f con g,
si trova 1' altra formula di moltiplicazione

(
[9]

-x'-Fi-i, Y;

e da questa discende la particolare

La [8], a parte il procedimento di FELDHEIM, che non conosco,
si puo pure ottenere dalla formula generale di ERDÉLYI

Ti 1 % 0* l

con

i ' I 1

1 -t- 0t| j . . . j X H - 0C)( j 1 -+- Cf. ? Vj j . . . j VK j L).

Infatti pér n = 1," TX ̂  T, VJ ̂  v, si ha
T

o
con

c{ = p^— -F2(l -h a ; — T, — i ; 1 + a1, 1 -+- <x ; v, 1).

B poichè

si ha pure

*" Hm ( l - y ^ f - T j a + i + l, - • ; In-a,; v,

Sviluppata la fun/ione JPJ ed eseguito il limite si ottiene

ct = (a
T

1^/) v V ( - T + ^ + i + i l ; a 1 + i-f- 1 ; v),

-e quindi la [8], con qualche semplice mutamento di nótazioni.



402 LETTERIO TOSCANO

Un caso particolarissimo e noto della [8] è quello che si ottiene
per v = 1, e si ha la formula

che puö pure preseutarsi nella forma integrale di KOGBETJCJIANTZ (?)
X

[12] Zjnla+<iï(x) = —-—~7~-— ^—p{ f (# — w)^~~i/u'xIjn(a} (ii)du .

Facendo in questa # = v# si ottiene subito la forma integrale
della [8] ; e più in generale, alla [7] corrisponde la

[13] *»
ƒ (va? — ti)7*—1ur~1F(— n, y -+- 8 ; y ;

o

Questa relazione integrale si puö pure ottenere con il metodo
fissato nei § 1, 2, a partire dall' altra che definisce la funzione Beta
euleriana di prima specie

1

J r(^)r(X)
tfT"~1(i — yr dy = p? Y\ •

o
ti

Basta porre y = — , moltiplieare per rfy-t-S), applicare 1' ope-

rator e Ar
n, e pervenire alla forma

vx
r(X) I ÏY -+- S)(va;)r+^ f 1 P(v •+• S)«*Y
—̂ ~ AT

n —~Y( x r ~ " === ' ^vac — ̂ V "̂"1 — ̂ Y" — r p i — du ;
b

chè la [6] ci condurrà subito alla [13].

4. A partire dalla semplice relazione integrale

oo

T(r •+- 1)hI e~^xxrdx z=. -
ö

(2) E. KOGBETLIANTZ, Eecherches sur la sommà^lité des séries dy Her-
mite, * Annales de l'École normale supérieure » (3), XLIX, 1932. Per i le-
gami tra la [11] e la [12] cfi*. L. TOSCANO, Bélazioni tra i polinomi di
LiAGUERïtE e di HERMITE, « Bollettino delV Unione Matematica Italiana »̂
serie II , anno II , 1940.
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si possono dedurre altri risultati, facendo peró iutervenire il più
generale polinomio ipergeometrieo

r.M.F,+1(— n, P P )

o l i l j \i I (Y, *XY + Pu •) »• <Y -H Po

e coneiderando 1'estensione della [6]

- l)"r(T)r(T + PO... r(r + p.) , IK

Si ha infatti

xrƒ = X-P-

da cui (3)
oo

[15] o7

Oppure, dalla relazione di partenza si puö ricayare

ƒ 1

da cui

[16]

— i i»»- r(f + 8 + » + i) W w
Per s = 0 si ha

oo

I e-Xxxr
ïF.(— n; r + 1 , r -h 1 ; o;)<fee =

[17] l

- l - l ) w T(r - t -H-»- l )W " W"

(3) Questa relazione trovasi, con qualche errore di stampa, in H. BA-
TEMAN, Ttvo Systems of polynomials for the solution of Laplactfs intégral
équation, « Duke Mathematical Journal », vol. 2, 1936.
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5. Yediamo ora che cosa si> puö dedurre applicando lo sviluppo

oo ( _ 1 )1-1

1 *

alla funzione di Y
r(y -+- 8)a;T

r(
Si ha r(Y H- S)ar « ( - l)'-i r( r + 8)xr

e per la [6] segue

Inoltre, denotando con *J/(a), secondo Ie notazioni di GAUSS, la
derivata logaritmica di T(a -H 1), cioè

si ricava

E sostituendo sopra si ottiene lo sviluppo (Y i> 1, Y "+* ^ -^ 1?

oo -j

Posto Y==a-*-lï # = = g , e procedendo al limite per 8 —* oo, poichè

lim [^(u) — log u] = 0
M —•- OO

l im 0H<x -4- S) — log 8] = l im [+(a H- 8) — log (a -t- 8)] H -
5 —• oo 5—*- e»

H- lim log ( 1 H- ^ ) = 0,

segue lo sviluppo particolare

E da questo, per a = 0, si deduce (4)

[20] - C l

essendo C = 0,577.,. la costantè di ETTLERO.

(4) Tra i lavori recenti cfr. J. SEB, Les séries de polynômes de Laguerre,
< Bulletin dea Sciences mathématiques », 2e série, t. LXI, 1937. È anche
utile cfr. la nota di G. K. WXTSON, Ûber eine Beihe aus verallgemeinerten
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Lo sviluppo [18], fermo restando il nostro metodo di ricerca, si
puö ancora ricavare per via diversa, che ei consentira di stabilire
altri risultati.

Consideriamo la funzione di y

r ( Y -*- X)

e sviluppiamola con la formula di interpolazione di NEWTON. Si ha

IT(T •+• 8 + A)xr+i ~ fl\ A , T(r -f- 3)xr

e per la [6] segue (X > 0, y ̂  1, y -+- S >; 1, x > 0)

Deri^ando poi questo ultimo syiluppo rispetto a X, e, facendo
infine X = 0, si ottiene la [18]. Se invece alla [21] si applica l'ope-
ratore Axn si ottiene

e da questa risulta lo sviluppo

(— i)"

= S< ( - 1)(. X _ V ( - <, ï + 8 ; Y ; x).
n yi — Tij

Per Y = a-»" iï * —f e 8""o o> d a l l a I21] s i ottiene (X ̂  0?

a > 0, a; > 0)

che per a = 0 si riduce allo sviluppo noto (5)

Laguerre* schen Polynomen, « Sitzungsberichten der Akademie der "Wis-
senschaften in Wien, Mathem.-naturw. Klasse », I I a , 147 Bd., 1938. Per la

somma 2̂  • . •, cfr. A. A. KIJLAND, Over een bijzondere soort van geheele

functiën, Utrecht, J. Van Boekhoren, 1896.
(5) S. WIGERT, Contributions à la théorie des polynômes d'Abel-Laguerre,

« Arkiv för Matemafcik », Band 15, n. 25, Stockholm, 1921.
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E dalla [22] si ottiene

125]

6. Lo sviluppo con operatori, del précédente paragrafo, ammette
V inrerso

e più in generale (6)

con

E pur scostandoci alquanto dal piano di questa nota, facciamo
qualche semplice applicazione. Per la funzione %/*e—x si ha

e applicando la [2] e facendo \*. = ix segue (7)

[26] (1 -+- *)«e-«» = Zt PLi^-^x).
o

Per la funzione e 2 , introducendo i polinomi di HERMITE

(6) Tutti questi eviluppi sono casi particolari dell'altro

che puö anche assuraere la forma

An = 2 • —

(i-g (I-B
e Ie cui quantità â  n e â  M sono state ampiamente studiàte nel mio
lavoro Numeri di Stirling generaUesati, Operatori differensiali e polinomi
ipergeoftyetridf « Memorie Pontificia Accademia delle Scienze », Anno III,
V«L I I I , 1939.

(7) IJ. TOSCANO, Formule di addisione e moltiplicaeione sui polinomi di
Laguerre, « Atti Reale Accademia delle Seienze di Torino », Vol. 76, :
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si ritrova lo sviluppo fondamentale

[27] /
o1 * !

7. Eitorniamo ora al metodo di ricerca seguito, e vediamo di
legare la funzione di BESSEL ai polinomi di LAGTIEBBE. Per de-
finizione si ha

e questa si puö scrivere

con

Si ha ancora

[28] u

e poichè

si ricava la notevole formula simbolica

[29] e-u

Da questa ultima eegue

e per la [3] si ottiene, con rapidità ed eleganza, il noto sviluppo

[30] e-iuxf h % ^ | )

Invertendo la [28] si ha, come è noto,

Dalla [29], derivando w volte rispetto ad u, si ha

.̂a * I _ « ]
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che, per la [3] e successiva moltiplicazione per ewA«, diventa

p((x -4- fi _i_ 1 \ \ — f __ ̂  11

x*Lï?Xx) = -^ -n] "*"
 ;e«^« | x2D\ [e\ 2 j"a(2\fü^)\ j

Ma

Dtt [w~ 2 Jtf(2 Vïwc)J = — a -̂i*~ ~r Jin
da cui

r _ a 1 n a+n

Inoltre

f — - /— ] n .(vt
o'1

Pertanto

Sviluppando opportunamente il secondo membro, si puö scinvere

e da questa si perviene allo sviluppo

[32] iW(x) = -***uï
1)f K - ï j ' i . ' - ^

clie per ^ = w appartiene a TRICOMI (8).
Più in generale, e per altra via, ho trovato lo sviluppo

[33] ZÜV) = e- r - ^ ^ ^ 4 ) ^ ( 2 V ^ ) fe > 0
con

At(h) = fc*-» 2

e anche questo per te = n appartiene a TRICOMI.

8. Terminiamo generalizzando ïo sviluppo [30]. Ai due membri
di tale sviluppo applichiamo l'operatore e~u*x e si ha

(8) F. TRICOMI. Sviluppo dei polinomi di Laguerre e di ÏÏermite in serie
di fumïoni di JBessel, « G-iornaÏö dell'Istituto Italïanp degli Attaari >,
Anno XII. 1941.
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Per la [4] è

e per la [29] è
X—a

u
Yale pertanto lo svihippo

X—a

x 2 — <*> ( 1V

che si riduce al [30] per X = 0.


