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Sviluppo rigoroso in serie del potenziale newtoniano terrestre.

jNTota di MASSIMO MINEO (a Palermo).

Santo. • II Pizzetti ha dato V espressione del potenziale newtoniano ter-
restre nelVipotesi che una superficie esteriore d'equilibrio della Terra sia
un ellissoide rotondo. In questa Nota se ne dà lo sviluppo rigoroso in
una serie multipla, della quale si assegna un intervallo di convergenza.

Sia

1' eqiiazione dell'ellissoide, che si suppone superficie esteriore d'equi-
librio terrestre. Sia

(2) E2 = ^ ^

il quadrato dell' eccentricità aggiunta* II potenziale newtonianq V,
nei punti esterni a (1), è, in questa ipotesi :

~~ h^i (B "" a r c t a n S fi)*2-

Nella (3), M rappresenta la massa totale ter res t re . Q h a Pespres -
sione seguente :

*4) ® = 2f[(B -H e2) arc tang e — 3s] '

-essendo w la velocità angolare (costante) della rotazione te r res t re
ed ƒ la costante dell ' at traziöne universale . Chiamando X la mag-
^iore radiée delF equazione

la quant i tà jfî.;è data dalla relazione

(*) Cfr. PIZZBITI , Princïpi della teoria meccanica della figura dei pia-
neti, Pisa, Spoerri, 1913, p. 52 (côn scambio di i in s).
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Se indichiamo con p il raggio vettore dJ uu punto esterno al] a
(1), quindi p ;> b, e con Ô la sua colatitudine, abbiamo :

(7) X = £ [l - £ (2
essendo

(8) w

Ne segue
fi2e

(9) - ^
Ponendo

si deduce :

(11) 0 y

Sviluppando Z7 in serie, si trova :

B in conseguenza si ha per E lo syiluppo :

avendosi

(14)
P P W _ fe^e»

D' altra parte si ha

E*
(15) are tang J5 = E — y -*- ... + ( - 1)" ^TTÏ

Cominciamo ora a vedere se si possa sostituire la serie (12)
nella serie (13) e in quale interv"" - converga la serie di serie in u.

Le due serie

(16) #* = k(l-f- U* - D-*« U*« ) ^

(17) F* = |(1 + M + «• + ... + «- +-.) = j j - ^ ,

sono manifestamente due funzioni maggioranti per (12) e (13); e
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il quadro a doppia entrata a coefficienti positivi

U Uil- 1 JL̂

6e/l /2\ 1 ir\ 1

Uil n /2-4-w —1\1 /r-H» —1

costituisce un quadro assolutamente convergente, in un intervallo
per w facilmente determinabile. Infatti, sommando gli elementi
della colonna di posto r -f- 1, si ha

6e 1 1

p 4>- (1 - uY *

Occorre dunque e basta che converga la serie

U\ 1 1 / l 1 \2
 t / l 1

e che quindi si abbia

3
per la qual cosa è suffioiente sia | tt | < j •

Ne segue, per noti teoremi (*), che è lecito sostituire la (12) nella
(13), e che la serie in it, che si deduce, converge certamente per
\u\ < T , senza escludere che possa convergere in un intervallo

piu ampio.
Yediamo, ohe cosa decade se questa serie di serie in u, che rap-

presenta E, si sostituisce a sua volta in (15). Una serie maggio-
rante di (15) è
(18) E + E3 -+-,.. -+- E**+l + ....

Basterà allora esaminare la serie che si ottiene dalla (18), quando
in essa si sostituisce la serie di serie in $&, già ottenuta dalla so-
stituzione di (17) in (16). Si trova facilmente, con lo stesso metodo
di prima, essere sufficiente che converga la serie geometrica

6E 4(1 — u 6M (4{l —
p 3 — éu "*" p8 \3 — 4

E per questo basta che sia | u | ̂  ^ (3).

(2) Yedi GOURSAT, Cours d'Analyse Mathématique, Paris, 1927, Tome I?
4/10
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La sviluppabilità di V in una serie di potenze di u9 nell' in-
terrallo predetto, resta quindi dimostrata quanto al termine dipen-
dente dall'arco tangente di E ; ma resta dimostrata senz'altro anche
per i rimapenti termini perche le serie

arc tang E - CT=§**- g & + - + i - V T ^

JE* E*

hanno la stessa funzione maggiorante (18).
Yolendo lo sviluppo di Y in una serie di potenze di e', non

resta che da sviluppare in serie la quantità Q, data da (4), Si ha :

essendo

oon

La funzione Q ha un polo per e?—0, ma questo polo si élimina,
corne è facile vedere, nel 2° membro di (3), sicchè V è una serie
intera in s2.

La funzione are tang E è armonica fuori di (1) quindi espri-
mibile per mezzo dei j>°linomi di LEGENDRE P%, P 4 , PQ,—

si ponga x — cos 6). Si trova :

are tang E 1 bh* P% 6 V P 4 bh6 P
&E

E quindi è anche una funzione armonica il coefficiente di Q nel
2° membro della (3) e si ha :

P2 M E \ 1
^ ~ (are tang E — j ^-J sen2 $ + 2{E— are tang E) cos2 6 ™

3 p ~~ 5 p3 "*" 7 p5 ~ 9 p7 "*" "• •

E per mezzo di (19), (21) e (22), si puö scrirere facilmente lo
sviluppo dl V erdinuto secondo Ie potenze* di e2.

(3) P^r Ie applicazioni, s2, nel caso della Terra, è circa 0 0067, e quindi u
è compreso tra —0*0134 e -h 0 0134.


