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Decomposizione in prodotto di operazioni elementari
delle espressioni alle derivate parziali, del primo ordine
e totalmente lineari.

Nota di Branca MaNFgEDI (a Parma).

Sunto. - S¢ da una decomposizione, in prodotto di operazioni elementari,
di una espressione alle derivate parziali in una funzione incognita, del
primo ordine e totalmente lineare, e se ne fa un’applicazione.

In questa Nota indico una decomposizione, in prodotto di ope-
razioni elementari, di una espressione alle derivate parziali in una

(®) Nell’'opera di S. TiMOSHENKO, cit. prec. cap. VI, § 43, & riportata
la tabella pubblicata nella memoria di K. A. XarLisEv, « Mem. Ist. En-
gineers of Ways of Communication », St. Petershburg, 1914. Tale tabella &
stata calcolata solo per v=0,3, relativo ai metalli duttili.
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funzione incognita, del primo ordine e totalmente lineare (}): cid
a continuazione di gnanto & stato gia fatto per le equazioni diffe-
renziali ordinarie lineari (}). In successivi lavori indicherd decom-
posizioni analoghe per espressioni alle derivate parziali di ordine
superiore al primo.

La sopraddetta decomposizione ha una prima conseguenza degna
di rilievo (vedasi n° 4): riferendoci, per semplicita, al caso di due
sole variabili indipendenti, gsegue che la risoluzione di un'equazione
completa

0z oz .
o O 9) 5+ b, gl = (@ y)
si pud ricondurre alla risoluzione della semplice equazione omoge-

nea (in due variabili indipendenti = e ¥)

0z 02
Pl alzx, y)@:o,

anziche, come si fa, alla risoluzione della equazione omogenea (in
tre variabili indipendenti x, y, 2)

o ow o
7w 0 W) 5+ [f @ 9) — b, yle] 5= 0.

§ 1. Caso di due variabili indipendenti.

1. Sappiamo che un’equazione alle derivate parziali

1) Z% + alx, y) aiZ =0,
ossia

s 0 [}
(1) |5+ ato, ) 3] 2 =0,

essendo a(x, y)una data funzione definita e continua in un certo
campo, ha un integrale generale della forma

2) 2= ®o(x, y))

dove w(x, y) & una particolare soluzione di (1) e ® & simbolo di
funzione derivabile arbitraria di una variabile indipendente.

(?) Una espressione alle derivate parziali in una funzione incognita si
dird fotalmente lineare quando & lineare non salo rispetto alle derivate
parziali della funzione incognita, ma anche rispetto alla funzione incognita
slossa.

(3) Cfr. A. MawmBRIANI, Sulla risoluzione delle equazioni differenziali

lineari, « Atti del 1° Congresso dell’ Unione Matematica Italiana », 1937,
pp. 231.237.
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Mi domando se, analogamente a quanto & stato fatto per le
equazioni differenziali ordinarie lineari (), & possibile, partendo
dalla soluzione gemnerale (2), determinare per l'operazione binomia
del primo membro. di (1) una decomposizione in un prodotto di
operazioni elementari di facile inversione. La risposta & afferma-
tiva, come risulta dalle considerazioni del n°. seguente.

2. Poiche o(x, y) & una particolare soluzione di (1), abbiamo

0w ow
2+l ) =0,

da cui
w  Jw
(3) a(x,y)_—_-—%.@.
s 0w . . . . . tw N
Sard quindi 3 zjz0 (e in quei punti nei quali & 5 =0 sard
Y
0
pure a—: = 0). Ne segue che se poniamo
u = o, y)

abbiamo un’equazione la quale definisce y come funzione di x e
u; sia
y=ou_,(x, u).
Allora si avra
u = w(x, o_(x, u),

ossia

4) Yy = vz, o_(z, y)),
ed inoltre si avra

(5) Y = vy, oz, y)).

Quindi, se mnel secondo membro della (2) ad y si sostituisce
w_,(xz, y), tale secondo membrc, per la (4), si muta in &(y). Percio,
indicando questa sostituzione di y con w_,(x, y) mediante il simbolo

E, dalla (2) abbiamo

3(,,_,{;‘2, y)iz@’ y) = @(y).

Applicando poi ad ambo i membri di questa ugunaglianza I’ ope-
razione D, (di derivazione rispetto ad x), si offiene

by
D,
P o, 9)

K)
w_(@, Y)

#a, y) =0 ().

(4) Ofr. loc. cit. in (%), in particolare la pag. 232 di tale lavore.
(®) Seguo il simbolisio «unsistente nel sottolineare 1’insieme dei suc-
cessivi operatori, come figura in loc. cit. in (3).
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Sviluppando le operazioni indicate nel primo membro, risulta

do_,(x, y) ?
e a—w___, 2z, w_,\(z, y)),

0
D.slet, o0, 9))= (1) elo, o ) +
0x,
mento. Affinchi® questa espressione coincida proprio col primo
membro di (1), basterad in essa, in virtu di (), sostituire alla y la
funzione w(x, 4). Abbiamo quindi che l’equazione (1) si potra scri-

vere cosl:
3(»(92 y)% D “}

dove (i) indica Ia derivazione di 2 rispetto al suo primo argo-
1

_(‘fv w} o, y)=0;

concludiamo cio® che la decomposizione desiderata & la seguente:

% oz _\ Y | y |
(6) ox —+ a’(x7 ‘!4) ay = 3(”(“., y)‘ xs —1(95’ y”z(a:, y)7
dove, ripetiamo, i simboli 3(‘)_'(% 4) e wie, y)§ indicano rispetti

vamente la sostituzione di y con w_,(x, y) e la sostituzione di y
con w(x, Y).

3. Osserviamo che dal n° precedente & risultato, per il coeffi-
cente a(x, y) di (1), I’ espressione

(7) a(oc, 2/) = g“’(;{ y)% __‘3!1)_1;:, y) ’

e confrontando questa con la (3) abbiamo la formula

®) _ oo, y), dulx, y)

— 3 ‘a‘”—l(“’a Y) .
e - oy w(z, y)

4. La decomposizione oftenuta, data da (6), frova un’interessante
applicazione alla risoluzione di un’equazione alle derivate parziali,
di 1° ordine, totalmente lineare e completa

®) o+l 95+ b, 9o = fla, v,

essendo a(x, y), b(x, y), f(x, y) date funzioni definite e continue in
un certo campo. Per la (6) il primo membro di (9) si pud scrivere

(10) lotor 1)1 P )7+ e 9
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ma e

b(x, Yz = H; Y % blx, y)zg = %g% b(x, m_l}\ y tz

0_, zm_,’

onde (10) diventa

22 e e, o2

-1

%z %yilD -+ b(x, w__,)])m lsz,

ed avendosi

—/b(ac, w—}dx /b(ac, w—1)dr
D, +bx, w_))=-¢e D.,e

(dove per l'integrale indefinito del secondo membro basta pren-
dere solo una particolare sua determinazione), si conclude che (9)
si pud porre sotto la forma

~ fbiz, 0@, y))dw b, it y))d
9 Y e/ T ej Y Lo = f(x, )
?w x "’—1’ i ) J N

Invertendo successivamente le varie operazioni del primo mem-
bro, s’ ottiene subito

— [oi@, om@, y)az 1b(@, osiz, y))dx
Y -1 Y \
(11) 2= e Dm - € f(fl},. "),
w w_,

dove D' va interpretato in tutta la sua- generalitd: indicando

. . P . 1
precisamente con I, una particolare specificazione di D, e con
®(y) una funzione arbitraria di y, abbiamo

(11') -[b(x, w—)de fb(w, w—1)dx : . a/b(w, w—)dx.
a@, y) =4 e Le |t )+ o)l ¢

Questa formula risolutiva pone in chiara evidenza il fatto accen-
nato nell’introduzione: e, ciog, che la risoluzione dell’equazione
{(9) si riconduce alla risoluzione della semplice equaziome omoge-
nea (1).

Esempio. - Sia da risolvere 1’equazione

0z
w 2xy P + 2l + yz =l +vy),

che ha manifestamente la soluzione particolare z=—1 (soluzione
che otteremo col nostro metodo). Per applicare cid che precede,
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dobbiamo considerare dapr+' ma 1’ equazione

0z
3—2—3 —+ ..WJ 7} =0
il cui integrale generale &
P(x* — g y),

con ¢ simbolo di funzione derivabile arbitraria. Ora abbiamo

o, Y=ot —lgy, o_fx, y)=e"",

f( @, w_,)dx = f 2 e ""”)da:mz(x’—i—cﬂg_”).
Quindi, applicando la {1i: risulta che la soluzione genérale
dell’equnzione proposta &

p=14 g E@Y o(a* — 1g y).

§ 2. Caso di tre o piu variabili indipendenti.

5. Mostriamo ora come si estendono le considerazioni prece-
denti al caso in cui le variabili indipendenti sono tre invece di
due, perchd® poi I’estensione al caso di pii di tre variabili indipen-
denti risulterd immediata.

Sappiamo che un’equazione alle derivate parziali

02
ax

@)

0%
+ @, (%, ,, xz) +a‘2(xo’ Xy, mz) —0,
essendo z=2(x,, #,, x,) la funzione incognita e a,(x,, x,, x,),

a(x,, z,, x,) date funzioni definite e continue in un certo campo,
ha un integrale generale della forma

2) 2= ®(w,(®,, ), X,), Wu(2y, Ty, X)),

dove v (x,, x,, x,), wy(x,, 2,, @,) sono particolari soluzioni di (1) e
® & simbolo di funzione derivabile arbitraria di due variabili in-
dipendenti. Dato che o,(x,, x,, ®,) e w,(x,, x,, 2,) sono particolari
soluzioni di (1), abbiamo

ow
gé‘af + @, (%, %), xz) +as(xo9 Xy xz) “—2' =0

o,
?&f‘*‘a(xo, ®), xz)a F - a,(x,, =, a’z) '—09
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da cui
ey 5 .w’) . Hw,, wy)
¥z, x5) " Bz, x,)

oy, wy) . ey, o)

Ay, 2,) " 0y, @)"

dl(w()’ 2y, Xy) = —

1)

(), Xy X)) = —

Sara quindi

3(“’1 ’ _I_
a(xu xz)
e in quei punti nei quali & g} 12 )_0 sara pure
l LA 2
a0y, 04) —0 o, , 0,) —0
Aoy ) T Ay, @) ’

Ne segue che se poniamo
% w=w,(%y, Z,, T,)
V= (@, &y, )
abbiamo un sistema di equazioni che definisce x, e x, come fun-

zioni di «,,u, v; sia
3 %, = w_,(x,, u, V)

. Ty == (%4, U, V),
allora si avra

‘“zwl(xoo w_,(x,, %, v), w_4(Xy, U, V))

) ) v == 0,0y, (@, W, V), w0, U, V),

ossia

Xy = 0,(%y, O y(@gy By, By 0@y Ty By))

@ xxz="’z(xo: Wy Ty, Xyy Ty)y, Wy(®y, Xy, X)),
ed inoltre si avra

) ;xl = 0(®y, 0y(Xy, Byy Xa)y ©4(Fe, By, X))

Xy == 0_y(%y, ©)(Ty, Zyy Xy)y W4l@y, By, X))

Quindi, se mnel secondo membro di (2) ad =, si sostituisce

(@, 2y, X,) © ad x, si sostituisce w_,(x,, x,, x,), tale secondo

membro si muta in ®(x,, x,). Percid, iudicando tale doppia sosti-
tuzione mediante il simbolo-

* Zy By )
. (23., Ty, Ty) w_;{;zte B § )
dalla (2) abbiamo
[ ; ; =
3"'”—1(“307 Zy, Z,) vyl m ZH\ (2, 2,)
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Applicando poi ad ambo i membri di questa uguaglianza ’ope-
razione D, (di derivazione rispetto a ), si ottiene

A
W, W_,

D,,o "z::o.

Se sviluppiamo le operazioni jndicate nel primo membro, ri-
sulta

9
D, 2y, 0y, 0—y) = (a—:%)lz(xo’ Wy, O_y) +

aw__l aw._, 3 (
T, Boy A% W1 )+ s e g BT, 0y 0y),

]
dove (5:'1:—) indica la derivazione di 2z rispetto al suo primo argo-
0/1

mento. Affinché questa espressione coincida proprio col primo
membro di (1), in essa basterd, in virta di (5), sostituire alle z, e
x, rispettivamente le funzioni v, e w,. Abbiamo quindi che I’equa-
zione (1) si potra scrivere cosi:

S N I PR T
W, oyl % (o, w_, ’

concludiamo cio® con la formula

: 0z 0z 02 Ty, Zy) z, @
(6) a;—o‘*' ay(z,, ©,, xs)a?l"‘ (T T4, x’)a'a';_, = zwl! w:% on 30’:1 w’_',t 2.

7. Osserviamo che dal n°. precedente sono risultati per i coef-
ficienti di (1) le espressioni

. Ty X, % aw_,
ALy, Tyy Ty) =
l( 0y 1y 2) 3 "-‘1 w? axo
@ T, T,| 0w
1 2 -2
Ao\ Ty Tyy Ty) = —_—
2( 0y Y19 2) 3 “’1 w, axo ’

© confrontando con (3) abbiamo le formule

I R R IV )xl Ty | 00—y
Ty T4) " 0y, ) 0, W) 8T,

—'a(xn Zo) " Az, , @) T

(8) '

8. Applichiamo ora la decomposizione ottenuta, data da (6), alls
risoluzione dell’ equazione alle derivate parziali, di 1° ordine, to-
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talmente lineare e completa,
0z
9) 5 oz, (@, 2, :l:,) +‘ (T, Ty, xz) +‘ b(®,, %,y 23)2 = [(Zo, Ty, Ty),
essendo a,(Zy, T;, Ty), G4(Ty, Ty, Ta), b(xo’ Xy, Xy), [(@o, 2, x,) date

funzioni definite e continue in un certo campo. Per la (6) il primo
membro di (9) si pud scrivere

€ X X &
(10) D N S PR CNENE S
ma &
x, x
b(w,, , , m’)z=§w‘, w:i% w_, wz ib(mo’ 2y, By)2 =
€T, & X 2,
=10 B b, oy 0 for T s,

onde (10) diventa

%x; wgi 3 1-1 ‘,,_’2 _'_3 sb(-”o, oy, 0oy) o %y % g —

ot Wb Wy By

&, X o
=" ’i [-Dao -+ b( y Oy w—’)] 3"’:-1 w:,‘ i

ed avendosi

- fb(-‘”o» W1, Wemg)dXo /b(wo, w—1, w—g)dx
D, +b@y, -, o_,) =e D, e

(dove Yintegrale indefinito del secondo membro indica solo una
sua determinazione), si conclude che (9) si pud porre sotto la forma

2, ”22 —fb(w., Oty 0ma)dZo D@y 0y, O—g)d,

©

Invertendo successivamente le varie operazioni del primo mem-
bro, si ottiene subito

x X
ey @ }x s

s 2 =1 (a5, Ty, Xy)-
W_y _,

_— ~[b@ar 52, 0—s)d » JC——" .
1) 2= e D¢ ® %f(“’o’ Ty, X,)

Wy Wy o -1 O—y

dove D;: va interpretato_in tutta la sua generalita: indicando pre-

. . O ;1
cisamente con Iy, una .particolare specificazione di D e con
0
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®(x,, x,) una funzione arbitraria di x, e ,, abbiamo
2(®y, Xy, Xp) =
— b0, 0ryomidas | bl omsye s

X, x;z ' w' [
= e Iz' e } 8 . fge Xyy X ) +
%w, w, 0 v, w__z"\ 9 s Ly

o —/b(%; W—1, W—g)day
1 X
“+ P(w,, wZ)}w o %

1 Wy

Questa formula risolutiva mette in luce chiaramente che la ri-
soluzione dell’equazione completa (9) si riconduce alla risoluzione
dell’ equazione omogenea (1); e cid & assai pilt semplice che ricon-
durre la (9), come si fa, alla riscluzione dell’equazione omogenea
(in quattro variabili indipendenti x,, x,, x,, 2)

ow

ay(z,, ® )im ( ou
— = a,(; To) o + Qylxy, Xy, T +
axo 1oy iy L2 axl 20y Y1 2) ax’

ou
+ [f(xo y Xy, Xg) = b2y, X;, x,)z]ﬁ —0.

9. 11 caso piu generale delle considerazioni precedenti si ha
partendo da un’equazione alle derivate parziali della forma
0% ", 0z

— + 12,- Ay, Xyy ey 2,)

o 0 o = 0,

il cui integrale generale & del tipo
2Ly, Xyy ey By) = P0)(Xgy Byy v s Bp)y ey OulXgs Xys ey Ty,

k2
zioni dell’ equazione e ® & simbolo di funzione arbifraria di » va-

riabili indipendenti.

Procedendo analogamente al n° 6 s’individueranno le funzioni
W_i(Xyy Byy e Xp)y ooy O (%), ..., x,), © .8 Ofterrd pel primo membro
dell’ equazione -la seguente espressione:

dove (@, &y, .0y &), ey 0W(®y, Xy, .., ,) SONO % particolari solu-

oz bid oz X, . X &, ..
—_— —_— * 1

— X i@y, Ty e xn)a = } "Z w‘,; * 22.
2 1 x; Wy . W, (5 J S,

Ne segue poi subito la formula risoluti:a dell’ equazione com-
pleta

oz n 0z
— %7,- AXy, Ty y o, x")5507

o, + by, @y, ., @)= [Ty, 1y, ZTu)



