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Deeomposizione in prodotto di operazioni elementari
delle espressioni alle derivate parziali, del primo ordine

e totalmente lineari.

Nota di BIANCA MANFKEDI (a Parma).

Sfiuto. - Si dà una deeomposizione^ in prodotto di operazioni elementari,
di una espressione alle derivate parziali in una funzione incognita, del
primo ordine e totalmente linearef e se ne fa un}applicasione.

In questa^ Nota indico una deeomposizione^ in prodotto di ope-
razioni elementari, di una espressione alle derivate parziali in una

(8) ]S"elFopera di S. TIMOSHENKO, cit. pree. cap, VI, § 43, è riportata
la tabella pubblicata nella memoria di K. A. KALJSEV, « Mem. Ist. En-
gineers of Ways of Communication », St. Petersburg, 1914. Taie tabelîa è
fitata calcolata solo per v = 0,3, relativb ai metalli duttili.
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funzîone incognita, del primo ordine e totalmente lineare (2): ciö
a continuation e di quanto è stato già fatfco per Ie equazioni diffe-
renziali ordinarie lineari (3). In successivi lavori indicherö decom-
posizioni analoghe per espressioni alle derivate parziali di ordine
superiore al primo.

La sopraddetta decomposizione ha una prima conseguenza degna
di rilievo (vedasi n°. 4): riferendoci, per semplicità, al caso di due
sole variabili indipendenti, segue che la risoluzione di un?equazione
compléta

dB dB
— •+• a(x, y) ~ -+- 6(a!, %j)z = f(x, y)

si puö ricondurre alla rivsoluzione della semplice equazione opaoge-
ne a (in due variabili indipendenti x e y)

dB dB

^ ^ 0

anzicbè, come si fa, alla risoluzione della equazione omogenea (in
tre variabili indipendenti x, y, B)

~ -^ o{x, y)~ + \f(x, y) - b(x, y)z]-^=O.

§ 1. Caso di due variabili indipendenti,

1. Sappiamo che un' equazione alle derivate parziali

ossia

(f)

essendo a(x, y) una data fanzioüe definita e continua in un certo
campo, ha un integrale generale della forma

(2) . * = *(«(«, y)),

dove w(x, y) è una particolare soluzione di (1) e <ï> è simbolo di
funzione derivabile arbitraria di una variabile indipendente.

(2) Una espressione alle derivate parziali in una funzione iücognita si
dira totalmente lineare quando è lineare non SQIO rispetto alle derivate
parziali della funzione incognita, ma anche rispetto alla funzione incognita
gtessa.

(3) Cfr- A. MAMBRIANI, Sulla risolusiqne délie equazioni differenziali
lineari, « Atti del 1° Congresso dell 'Unione Matematica Italiana », 1937,
pp. 231-237.
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Mi domando se, analogainente a quanto è stato fatto per Ie
equazioni differenziali ordinarie lineari (4), è possibile, partendo
.dalla soluzione generale (2), determinare per Foperazione biiiomia
del primo membro di (1') una decomposizione in un prodotto di
operazioni elementari di facile inversione. La risposta è afferma-
tiva, come risulta dalle considerazioni del n°. seguente.

2. Poichè <a(x, y) è un,a particolare soluzione di (1), abbiamo

da cui

Sarà quindi — =1= 0 (e in quei punti nei quali è — = 0 sarà

pure — = 0). ~Ne segue che se poniamo

u — ^{x, y)

abbiamo un'equazione la quale definisce y come funzione di x e
u; sia

y. = <a_l{x, u).
Allora si avrà

u — u>(x, v-iix, «)),
ossia
(4) y — ^(x, co.^x, y)),
ed inoltre si avrà
(5) y = tù^ix, t*(x, y)).

Quindi, se nel secondo membro della (2) ad y si sostituisce
w_l(a;, y\ tale secondo membro, per la (4), si muta in <ï>(y). Pereiö r

indicando questa sostituzione di y con o)_x(x, y) mediante il simbolo

Applicando poi ad ambo i membri di questa uguaglianza l'ope-
razione D„ (di derivnzione rispetto ad #), si ottiene

D l V

"'/w-^aî, y)

(4) Cfr. loc* cit. in (•*). in particolare la pag. 232 di tale lavoro.
(5) Seguo il simboiisuio * onsistente nel sottolineare T ins ieme dei suc»

cpssivi operatori, come f i gum in loc. cit. in (3).
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Syiluppando Ie operazioni indicate nel primo membro, risulta

dove ( —) indica ïa derïvazione di z rispetto al suo primo argo-

mento. AffincKè questa espressione coincida proprio col primo
membro di (1), basterà in essa, in virtù di (5), sostituire alla y la
funzione a>(#, y). Abbiamo quindi che l'equazione (1) si potrà scri-
vere cosï :

J D J f J z(x, y) = 0;, y)\ xh„x{x, y)\ l ' m

concludiamo cioè che la decomposizione desiderata è la seguente :

tö-iia;j y))

y
A*> y)

indicano rispetti-

vamente la sostituzione di y con w_,(a;, y) e la sostituzione di y
con o)(cc, y).

3. Osserviamo che dal n°. précédente è risultato, per il coeffi-
cente a(x, y) di (1), 1'espressione

(7) a(x, y) ;
tm

-ijx, y)

e confrontando questa con la (3) abbiamo la formula

e, y)
dy

4. Lia decomposizione ottenuta, data da (6), troya un' interessante
applicazione alla risoluzione di un'equazione alle deriyate parziali,
di 1° ordine, totalmente lineare e compléta

(9) y) — -+- b(x, y)z =

essendo a(#, y), 6(OJ, 2/), ƒ(«;, y) date funzioni definite e continue in
un certo camp o. Per la (6) il primo membro di (9) si puó scrivere

(10)
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ma è

onde (10) diventa

y\
ta

ed avendosi

— jb{xt u \)dx fà(xf to \)djc

Dx -+- b(x, o>_j) = e D:V e

(dove per F integrale indefinito del secondo membro basta preu-
dere solo una particolare sua determinazione), si coiiclude che (9)
si puö porre sotto la forma

— lb(x, cj—\{x, y) ) dx

Dxe ) V ie=f(x,y).

Invertendo successivamente le varie operazioni del primo mem-
bro, B} ottiene subito

— jb{Xy u_i{r», y))dx jb[x, u_i(a?, y))dx

dove Iü va interpretato in tutta la sua generalità: indicando
precisamente con Iœ una particolare specificazione di Dx e con
<ï>(y) una funzione arbitraria di y9 abbiamo

(ü') — jb{x, Ü—OCÏX fb{x,w—i)dx — 4(x, u_i)d».

Questa formula risolutiva pone in chiara evidehza il fatto accen-
nato nell'introduzione : e, cioè, che la risoluzione dell'equazione
(9) si riconduce alla risoluzione della semplice equazione omoge-
nea (1).

Esempio. - Sia da risolvere l'equazione

•che ha manifestamente la soluzione particolare z = 1 (soluzione
che otteremo col nostro metodo). Per applicare ciö che précède,
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dobbiamo considerare dapr^' na F equazione

il cui integrale generale è

4>(052 •— l g ff),

con 4> simbolo di funzione derivabile arbitraria. Ora abbiamo

Ü>(X, y)z=xt — lg y, to^a:, t/) = e*2"*,

jb(

dL applicando la (11 'l trisulta che la soluzione générale
delFequassone proposta è

§ 2. Caso di tre o più variabili indipeadenti.

5. Mostriamo ora come si estendono Ie considerazioni prece»
denti al caso in cui Ie Tariabili indipendenti sono tre invece di
due, perché poi l'estensione al caso di piu di tre variabili indipen-
denti risulterà immediata.

Sappiamo che un'equazione alle derivate parziali

essendo 0 = ^(o5o, ccj, cc,) la funzione incognita e ax((C0^ a;2, x^)y

at(x0, xl9 xt) date funzioni definite e continue in un certo campo^
ha un integrale generale della forma

(2) 0 = <I>K(a5o, xl9 xt), ws(o5o, xx, xt)),

dove w ^ ^ , a?,, ac2), w2(o30, x o ojg) sono particolari soluzioni di (1) e
4> è simbolo di funzione derivabile arbitraria di due variabili in*
dipendenti. Dato che OJ,(X0, o;,, xt) e <»t(x0, x^ xt) sono particolari
soluzioni di (1), abbiamo

9o>. ö<o, 3W!

— -f- a.dv,, «,, x,) — H- <!,(«,, x,, xt) — » 0

gJ -+- o^o, »!, a,) —* -*- «.(a;,,, «,, »,) — ^ 0,
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da cui

(1)

Sarà quindi

e in quei punti nei quali è A———̂  = 0 earà pure

Ne segue clie se poniamo

=zt»t(x0, xl9 x%)

abbiamo un sistema di equazioni che definisce xx e x% come fun-
zioni di XQIU, V; si a

( )

allora si avrà

ossia

ed inoltre si arrà

v), w.,(a50, w, v))

«), W_S(XO, « , 1))),

(5)
ar, =

Quindi, se nel secondo membro di (2) ad x^ si sostituisce
(o„j(x0, xx, xt) e ad xt si sostituisce co„.£{a50, x15 x,), tale secondo
membro si muta in 4»(xï; x )̂. Perció, indicando tale doppia sosti-
tuzïone médian te il simbolo

\h
dalla (2) abbiamo
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Apjplicando poi ad ambo i membri di questa uguaglianza l'ope-
razione DXQ (di derivazione riepetto a x0), si ottiene

= 0.

Se sviluppiamo Ie operazioni jLndicate nel primo membro. ri-
sulta

dove Ir—) indica la derivazione di z rispetto al suo primo argo-

mento. Affinchè questa espressione coincida proprio col primo
membro di (1), in essa basterà, in virtù di (5), sostituire alle xx e
x% rispettivamente Ie funzioni <ox e Ü>2. Abbiamo quindi che l'equa-
zione (1) si potrà scrivere cosï:

[X1 Xt

concludiamo cioè con la formula

dz
(6) d -

dz

7. Osserviamo che dal n°. précédente sono risultati per i coef-
ficienti di (1) Ie espressioni

xx x%

confrontando con (3) abbiamo Ie formule

(8)
dxQ

8. Applichiàmo ora la decomposizione ottenuta^ data da (6), alla
risoluzione dell' equazione alle derivate parziali, di 1° ordine, to-
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talmente lineare e compléta,

(9) g- -Hr a^o, xu x%) — -+- a2(z0, xu zt) — + b(xQ) xl9xt)3 = f(x9, xl9xj

essendo a,(x0, ^ , «,), aj(x0) xx, xt), b(x0, xl9 x%), f{xOy xl9 xt) date
funzioni definite e continue in un certo campo. Per la (6) il primo
membro di (9) si puö scrivere

ma è

onde (10) diventa
Xl4

ed avendosi

) = e

(dove l'intégrale indefinito del secondo membro indica solo una
sua determinazione), si conclude che (9) si puö porre sotto la forma

!

—/ft(i»o» w—i, w—t)dx0 fb(xût w — i , tù—t)dx0

Xi X' a D-„e *« X* • = /(«., *»«
Invertendo successivamente le varie operazioni del primo mem-

bro, si ottiene subito
r

dove Dj* va interpretato. in tutta la sua generalità: indicando pre-
cisamente con lxQ una sparticolare specificazione di D~ e con
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*(#u #2) una funzione arbitraria di xx e xti abbiamo

) -

rl

Questa formula risolutiva mette in luce chiarament? eue la ri-
soluzione dell' equazione compléta (9) si riconduce alla risoluzione
delP equazione omogenea (1); e ciö è assai più semplice che ricon-
durre la (9), corne si fâ  alla risoîuzione dell'equazione omogenea
(in quattro variabili indipendenti #0, xuxl9.z)

du du t .du.
— -+- ax(x, ,xx ,x%) — + a,(x0, xx, ^ — -H

9. Il caso più generale delle considerazioni precedenti si ha
partendo da un' equazione alle deriyate parziali della forma

il cui integrale generale è del tipo

dove <0j(o;0, iCj,..., #„), ..., w„(a;0, aco ... , acw) sono n particolari solu-
aioni dell' equazione e 4> è simbolo di funzione arbitraria di n va-
xiabili indipendenti.

Procedéndo analogamente al n°. 6 s'individueranno Ie funzioni
<o__1(a;a, xlf... xn),..., to^niXi,..., x„), e s'otterrà pel primo membro
dell'equazione la seguente espressione:

dz «, a#

2 M )
Ne segue poi subito la formula risolutn a dell' equazione com-

pléta


