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Sulle vibrazioni quasi-armoniche di un sistema
dissipativo con elasticita periodica.

Nota di ReEnaTro NARDINI (a Ferrara).

Sunto. - Si approssima per eccesso il limite superiore dell’ ultima zona @&
instabilita nelle vibrazioni gquasi-armoniche di un sistema dissipativo
con elasticita periodica.

1. - In un recente lavoro (}) ho studiato il moto di un sistema
dissipativo a un sol grado di libertd soggetto a forze elastiche va«
riabili periodicamente col tempo ; Vequazione del moto nell’intorno
della configurazione di equilibrio y =0 &

@) Y’ + 20y’ + 0¥ (fly =0

dove ¢ & una costante >0 ed w(f) & una funzione periodica di pe-
riodo 7, che si & supposta inoltre >0, limitata e continua con
derivata prima continua. Ho dimostrato, fra I’ altro, che, affinche
ogni integrale di (1) e la sua derivata prima tendano a zero per
t — oo (), & sufficiente che, detti, nell’ordine, M,, M,,... M, i
massimi relativi ed m,, m,, ... m, i minimi relativi di »(f) nellin~
tervallo £, {, + T (supposti in numero finito), detto s il minimo.
di o(f) e supposto ¢ <m, sia (})

M?—c* M?— ¢? M — c?
,mlz__czmzz,_cz"‘mke__cr

1
) T>g5 log

(%) Sulla stabilita delle vibrazioni quasi-armoniche di un sistema dissi-
pativo, « Rend. dell’Ace. Naz. dei Lincei. », vol. VI (1949 .

(2) Tale risultato assicura che la configurazione y =0 & di equilibrio
stabile.

() Con cid si approssima per eccesso il limite superiore dell’ultima zona
A T ~daIV4N
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Nel presente lavoro si esiende la formula (2) anche al caso in
cui sia ¢=>m, mantenendo le altre ipotesi (%).

2. A . tale scopo scomponiamo ¢ in due addendi ¢c=p +o con
0<o<<c¢, 0<<p < c. Poniamo quindi nella (1)

3) y=e—otz
ottenendo Vequazione
7"+ 2p2’ + [w¥({) — 2¢0 + o =0.
Sfruttando V’arbitrarietd di ¢ si pud porre
w?(t) — 2co + o2 = a’(f) con 2Xt) > 0;

basta infatti che sia ¢® — 2¢co + m* > 0; ora, se ¢ << m, cid si veri-
fica per ¢ =c¢(°); per ¢=m basterd suppore

s<o— VE—mE .
Si ha allora l’equazione
4) 2"+ 2pg’ + at(t)z=0.
Detto z({) un integrale quaiunque di essa si consideri la funzione
At) = <X (He*(E) + 2%(F)

che & sempre > 0, qualora si escluda la soluzione z = 0. Tenendo
conto della (4) si ottiene

dA? .
= o'zt + 22(«?2 + 2”) = 2un'z? — 4pz"?
e quindi
dA? o o o
5 2= a4 —2t— 2" 0
dat o cx o z
A2 22?4 2’2 - 4p a?zt 4 2’2
o o oz —pt 4 2"
== 4 —
o o a2 + 2" P o
’ ’
=- + ]
o x

Detto {, il valore iniziale del tempo, integrando fra ¢, e %, si

{#) Ricordiamo che, detto M il massimo di w (), se-¢= M, si ha stabi-
lita per ogni valore di 7, come & stato dimostrato da R. EINAUDI nella
nota Sulle vibrazioni quasi-armoniche di un sistema dissipativo. « Atti del
I’Xst. Veneto ». Tomo XCV, Parte I1 (1936).

(5) Per c=c¢ (e quindi per p=0) si ricade nel caso trattato al n. 3
del lavoro citato.
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ottiene

t
A%t aft o
(5) log A?((t))gl °g uzt)) f l‘T
t

L’ultimo integrale vale

i
wl|w|
fw’—2ca+o"dt
b

e, dividendo l'intervallo di integraziome con i punti estremanti di
o(f), come si & fatto nel lavoro citato nel caso ¢ =c¢, si ricava che
se @ .
bh+-(n — )T <t<<i +nT n=1, 2 .)

tale integrale & minore o uguale a

M2®—2cc+¢® M, — 2cc +c®* M, — 2co + o*
m,® — 2co + o m,t — 2c0 + o* " m,} — co + o7

n log
Da (5) si ha allora, chiamando con X il prodotto sotto logaritmo

A’(t)gA?(to) T )eﬂlogl
Ora per la (3) si ha

A2(t) = [(® — 2¢0 + ot)y* -+ oy + y')7] et
€ percid
«(f)

(© — 205 + o2)y* + (oY + of)? << AX(t,) —rr e 1og A —2o(n — )T,

«(to)

Tale espressione & limitata se &

» log A —2mT << 0
ovvero
20T =>1log A

anzi tende a zero per f{ — + oo se vale il segno >, ciodé ogni y
¢ la sua derivata prima tendono a zero per ¢ — + oo, e quindi
si ha stabilith, se @

6 T 1, M — 2¢0 + ¢* M,* — 2co +o* M;*— 2¢0 + o°
{6) >2o- °8m — 2¢0 + o my? — 2c0 + 6% 7 m,t — 2c0 4+ of

dove o va scelto, fra 0 e ¢ — Vc¢*—m®, in modo che il secondo
membro di (6) sia 1ainimo. Pit precisamente se poniamo

M2 — 2¢c6 + o*
m2 — 2co + of

1 *
f6) = g, % log
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si ha

fle)= 2_ og — o+ | 20,0 \M*—2co+ o m— D¢o + o
k Mz__ 2
_ _1_[__1_ 3 log 2¢64-¢ e O_)

o] 20,4 °m2—2co--c*

" M —2¢c0+o¢* 1 "( 26 — 2¢ 20 —2¢ )
k
=

M2—m?
(M *—2co+0?%) (m,2—2¢c5+4-0%) |’ ]

ora tale derivata per ¢ — 0 tende a — oo, mentre per o — ¢ —
— Ve — m? tende a + oo (annullandosi quel denominatore in cui
m, = m). Esisterd allora per la f(s) nell’intervallo 0— ¢ — \/ ¢ — m?
un punto di minimo che indicheremo con o tale che

1k M2 — 2¢o + o* -k M2 —m?
—= 2log —————= =(c—9) = = = = =
20 i=1 m,* — 2¢o + 62 i=1 (M,*— 2¢5 + 4*) (m,® — 2¢c + o)

e si avrad la massima approssimazione, per eccesso, verso il limite
superiore dell’ultima zona di instabilitd dalla formula

.k 2 __ 2
T>(—a)3 _MEP—mE
i=1 (M? — 2cc + ¢%) (m,? — 2¢0 + o)

Il valore ¢ si potrad calcolare mei casi numerici. Nel caso gene-
rale, per avere una formula piit concreta, si pud maggiorare la
f(s) in guesto modo:

M 2¢0 + o?
fo) < log — 2¢o + o?
e quindi, essendo (°).
M*® —2¢6 +o* 1 Mt — m? M2 — m?
logm2—2cc+c’“10g ot — 20 +of) < mt — 20 + o’

si ha certamente stabilitdh per
T k  M?—m
220‘ m? — 2¢6 + ¢*°

B immediato ricavare che il minimo del secondo membro nel-
Pintervallo (0— ¢ — V¢* —m?) si ha per

¢= % (2c — Vic* — 3m?)
ciod si ha stabilits per

27 k(M? — m?)
4 (9m* — 8¢?) + (Vi —3m?)

(¢) Siccome & €7=1 4 g+ = 4, 8 2> log (14 %) per > 0.

2!



