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Snlle trasfoiniazioni di De Jonquières.

Nota di MODESTO DEDÖ (a Milano),

Sunto. - Si determinano Ie caratterïstiche di una trasformazione di De
JonquièreSj quando siano date, geometricamente, le oo1 protettività da
essa subordinate tra Ie vette corrispondentt net due fasd proiettivi cke
hanno come sostegni i punti fondamentali mulUpli.

1. Recentemente, occupundomi delle trasforxnazioni geometriche
che sono implicite in moltj. temi di concorso a cattedre nelle scuole
medie (]), mi sono troyato a dover rielaborare la teoria delle tra-
sformazioni di DE JONQUIÈRES, allo scopo di poterla esporre con
il minor numero di mezzi possibile. Nel far questo mi sono spesse
volte imbattuto in un problema la cui soluzione, pur essendo ovvia
nel caso generico, dà luogo ad alcuni casi particolari che vanno
riguardati con una certa cautela e conducono a risultati talvolta
inaspettati.

f1) M. DEDÖ, Sulle trasfoiniazioni quadratiche e su alcuni proceütmenti
classici in cui esse si presentano implicitamente. « Periodico di Materna-
tiche », 1949, n. 2.

M. DEDÖ, Vari aspetti sotto cui si presentano Ie trasforxnazioni qua-
dratiche e legatni ad essi relativi. Ibidem, n. 3.
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Ho redatto questa piccola nota pensando che essa risulti utile a
coloro cui intéressa adoperare Ie trasformazioni di DE JONQTTIÈRES^

2. Una trasformazione di DE JOKQITIÈRES J, subordina una
proiettività variabile wft tra Ie rette corrispondenti h e h' dei duê
fasci (proiettivi) che hanno corne sostegni i punti fondamental!
multipli 0 (per la J) e 0' (per la J"-1).

Ci proponiamo qui di risolvere il problema di determinare fa
configurazione dei punti fondamentali e Vordine di una -trasforma-
zione di Be Jonguières J, quando siano note geometricamente (oltre
alla proiettività tra i fasci O e Q') le oo1 proiettività wfe.

Molto spesso Ie oo1 proiettività o>k risultano date mediante tre
coppie di curve corrispondenti at, a/; a,, a/; a3, a3' (*) unisecanti Ie
rette dei due fasci O e O', cosï che ciascuna proiettività wA risulta
definita da trp coppie di punti corrispondenti JLki, A'j^; Ak2, A'hti
Ah*, A'j„.

Se poi la trasformazione J è centrale (cioè fra piani sovrapposti,
con i punti fondamentali 0 e 0' coincidenti e taie che la proiet-
tività tra i due fasci 0 e 0' sia l'identità) le wA possono anche esser
date mediante una coppia di curve corrispondenti unisecanti a e a'
e una curva unita bisecante u, cosï che ciascuna proiettività toA ri-
sulta definita da una coppia di punti corrispondenti Ah e A\ e dal
punti uniti Ux e üs (3).

Se infine la J è centrale e involutoria, Ie involuzioni coA possona
esser date o mediante due bisecanti, cosï che ciascuna &h risulta de-
finita da due coppie di punti coniugati ; oppure mediante una curva
unita bisecante, cosï che ciascuna oiA risulta definita dai suoi punti
uniti (<).

3. Siipponiamo ora di avere una trasformazione di Be Jon-
quières J centrale (5)\ definita da tre coppie di curve corrispondenti
au a,'; a%, a/; a3, a3' unisecanti Ie rette del fascio 0 = 0'. Su ogni
retta h del fascio O, che tagU Ie curve date in puuti distinti, ri-
sulta definita e non dégénère una proiettività toA.

(2) IS'otiamo il caso frequente in cui qualcuna delle curve date sia (di"
ordine zero) r idot ta all ' intorno di primo ordine del punto O.

(3) I^otiamo il caso in cui la u è una unisecante contata due volte cosl
che le ©a risultano pa*raboliche. f requente è il caso in cui la u è la retta
impropria contata due volte e Ie coA risultano traslazioni.

(4) Kotiamo che ciascuna delle bisecanti puö esser spezzata (in due-
unïsecanti).

(5) Ci riferiamo ora ad una trasformazione centrale solo per comoditàj
di trattazione.
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Consideriamo i punti (fuori di 0) conmni a due délie tre curve
^iv ^xj Q>z o delle a/, at\ a3' e indichiamo con F} un punto comune
ad a2, a3 e con Fti F3: 6r/, Gr2', 6r3' punti comuni rispettivamente
ad'a3, ax\ a n a2; a2', o,'; o3', a / ; a'„ as'.

In generale (G) son o fondamentali (per la J e per la J—1) Ie rette %F
e &G che (da O) yanno ai punti F e ai punti Gr', in quanto su cia-
scuna di esse risulta dégénère la proiettività o>k : ad es., sulla retta
0FlJ al punto FY oorrispondono i due punti A'h2, A'h3, in cui 0Fl

è incontrata dalle a2', a3' e pertanto ad Fï corrispondono tutti i
punti della retta 0Fv Sulla stessa retta 0Fx risulta fondamentale
(per la J~l) il punto Fx

f = Af
k^, in quanto esso è corrispondente

sia del punto Akz che del punto Fl*
Si ha cosi modo di determinare tutti i punti fondamentali e con-

seguentemente Vordine n della tras for mazione J. Precisamente in-
dichiamo con VJJ v2, v3; Vj', Vj', v8'gli ordini delle curve date. Osser-
viamo che, ad es., le due curve (unisecaiiti) a% e a3 hanno (fuori
di O) v2 -*- v8 — 1 punti comimi. Tenendo conto che una trasforma-
zione di DE JONQITIÈRES, di ordine n. ha 2n — 2 punti fondamen-
tali semplici, otterj*emo :
(1) W = v1 + v ï + vg + Vj' -H v s' ~+- v3' — 2.

4. L} ordine n della trasforniazione J, si pub abbassare se Ie curve
precedenti non sono date in modo rjenerico (7). Precisamente si ab-
bas sa, qiiando (e solo quando) si verifichi una delle due circostanze
seguenti :

a) Due punti Fi e Grt' (comuni a due curve e alle due corri-
spondenti) stanno su una stessa retta h (del fascio O),

Infatti la proiettività ü>k, indotta sulla h, cessa di esser dege-
nere perché ora ad Ft corrisponde il solo punto Q'. Pertanto il
numero delle rette fondamentali si abbassa di due e Vordine della J
si abbassa di uno (8).

b) Le tre curve a n a2, a3 (opptire Ie a/, &%', t\3') passano tutte
per uno stesso punto F* (con tangenti distante). Cioè uno dei punti Fv

coincide ora con uno degli Ft e quindi con uno dogli F3.
Si ha una sola retta fondamentale là dove prima se ne presen-

(6) Risul terà , dal seguito, precisato il senso in cui è qui usa ta la locu-
zione « in generale ». Cfr. in par t icolare la nota (8) alla p a g i n a s eguen te .

(7) Cfr. la nota successiva (8)

(8) E appena neeessario notare che questo caso appare non generale
vispetto alla nostra impostazïone del problema. Che se invece^ supposta
data la J, si fissano ad arbitrio Ie tre curve ai} a2, a3 e si trovano Ie
curve trasformate at', a2', a3', si ha che, gen&ralmente, i punti (aL, a2),
(ai, a/) sono (trasforraati uno dell'altro e quindi) allineati con 0.
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tavano tre. Pertanto il numero delle rette fondamentali si abbassa
di due e Vordine della J si abbassa di uno.

5. Il presentarsi simultaneamente delle circostanze precedenti a)
e b) dà luogo a qualche necessaria precisazione :

I) Supponiamo che i punti Fj e G/ stiano su una stessa retta h,
e che la curva al venga a passare anch'essa per il punto Fj (co-
wiune ad a2, a j .

In questo caso la retta hl è fondamentale, poichè al punto FY

corrispondono i due punti ff/ e A'hi. Si puö vedere che la retta hi

conta per due rette fondamentali infinitamente vicine, osservando
che. delle tre rette OFlf 0Ft, 0Fz che sono venu te a coincidere,
la sola OF1 non risulta fondamentale, in quanto passa per ff/.

Rispetto al caso generale questa circostanza importa V abbassa-
<mento di una sola unità per Vordine della J : per cosl dire, è come
se, delle due circostanze a) e b) che qui si presentano simultanea-
mente, una non desse contributo.

II) Supponiamo che due punti F* e Gr'*, comuni rispettivamente
ad a1? a2, a3; a/, a/? a3', stiano su una stessa retta h*.

Farrebbe ora che la retta h* non fosse fondamentale, perché
ad F* corrisponde soltanto G'*; se perö ricordiamo che (per una
qualunque trasformazione puntuale regolare) gli intorni del primo
ordine, di due punti corrispondenti regolari, sono proiettivi, siamo
portati a concludere che la retta h* puö non essere fondamentale
solo quando il birapporto, formato dalla retta h* con Ie tangenti
in F* alle curve ax a% a3, risulti uguale al birapporto formato dalla
retta h* con Ie tangenti in (r7* alle ax

fat
faz'. Se tali due birapporti

non sono uguali, i punti F* e ff'* risultano fondamentali (rispettiva-
mente per la J e per ia J~l) ; cosï ch$, ad es., al punto F* corri-
sponde l'intorno di ff'*. Infinitamente vicino ad F* vi è un altro
punto fondamentale (cui corrisponde la retta h*). Si hanno pertanto
due rette fondamentali (infinitamente vicine) là dove, nel caso ge-
nerale, se ne presentano sei: Vordine dell& 3 si abbassa quindi
di due.

(Se invece i birapporti suddetti somo egu.au, FoVdine della J si
abbassa di tre).

6. È facile verificare analiticamente i rièultati précèdent^
Assumiamo un>sistema di riferimento tale che il punto 0 ri-

sulti il punto improprio delP asse y.
Le curve date at e ax' avranno come equazioni rispettivamente

(2) «,-f e y = %
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dore i = l, 2, 3; P t , P / sono polinomi di ordine vt, v/; Qt> Q/ sono
polinomi di ordine v t—1, v/ — 1. Le ooJ proiettività Q>A saranno
rappresentate da equazioni del tipo

dove a, p, y, S sono polinomi nella sola x degli ordini rispettivi n,
n — 1, n — 1, n — 2, e la J avrà l'é-spressione analitica

«»•+- y

Possiamo calcolare l'equazione (3) sotto forma di déterminante :

yy' y y' i

1 \ * \ \ * ^ \ =: 0

P P ' P O ' P T O O '

(la cwi risultano immediatamente gli ordini di a, p, y, S e quindi
V ordine n deZZa ƒ.

Uordine délia J si abbassa quando a, p, y, S hanno un fattore
comune. Sviluppando in serie, otterremo, per le equazioni (2), le
espressioni
(6) y = at0 •+- aMcc -H aitx* H- ... e 2/ = '̂ia "+" a'»i^ "*" ̂ ts^8 "*- —
e la (5) diventerà :

yy' y y'

= 0.

Consideriamo la proiettività xo0 subordinata sull' asse y ; se a10,
a,0, a,0 sono diversi fra loro e sono pure diversi fra loro a'10, a'so, a'3O,
si ha, ovviamente, che la w0 è determinata e non dégénère. Sup-
poniamo che, ad es., sia alQ = atç: (con un opportuno riferimento)
poniamo al0 = ai0 = 0.

Dalla (7) possiamo, in questa ipotesi. calcolarre a, P» y, S e ;otte-
niamo :

xA

(8)



358 M 01) Ï: SI O DEDO

dove J4, B, C, D indicano sviluppi in serie, nella variabile x, che
per ora non precisiamo.

Possiamo ora verificare che si stacca il fattore x (e la J si ab-
bassa di ordine), quando (e solo quando) si verifichi un a délie due
cireostanze :

a) Se a'10 — a' ï0, cioè sulFasse y si incontrino, oltre aile due
curve a1 e a2, anche le due curve a\ e a'2.

b) Se a30 = 0, cioè le tre curve a,, a8, a3 passino tutte per.
uno stesso punto dell'asse y (l'origine).

Risiilta cioè veriflcato quanto abbiàmo stabilito al n. 4.
Supponiamo ora che sia a10 = ago:= a30 = 0 e ealcoliamo le espres-

sioni A, B, C, D, che compaiono nelle (8); si ha :

xA,il -

B =

au

aua

ana

10

20

30

a

a

a

to

20

30

a'

a'

a'

10

20

30

1

1

1

1

1

1

Si puö verificare che i due determinant i che compaiono nelle
formule precedenti (9), non possono essere eutrambi nulli. se anJ

ff3lJ a31 sono fra loro distinti (il che noi supponiamo perché, per
ora, escludiamo che le curve «M a2, a3 abbiano dei contatti) e se sono
fra loro distinti a'1QiM'iQn af

3Q. Supponiamo allora che sia a'lQ = a'iQ:
(con un opportune riferimento) poniamo a\0 = a'u = 1. Si stacca un
ulteriore fattore x (e la J si abbassa di grade) quando e solo quando
fnell'ipotesi che non vi siauo contatti) è anche a'3O—1 In tal caso
possiamo calcolare ^ e otteniamo:

(10)

«11

«2!

«31

« u

Appare immediatamente che il déterminante précédente è nullo
solo se sono uguali i due rapporti semplici (ana2 1a3 1)= (^'îi^'îi^'ai)*
Bisulta cosï veriflcato quanto abbiamo stabilito al n, 5.
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7. Mnora è stata esclusa l'ipotesi che Ie curye a u a2* a3 o Ie
<i\, a ' j , a'3 avessero dei contatti. Tale ipotesi non conduce a fatti
sostanzialmente nuovi rispetto a quelli tin qui esposti. È appena
necessario ricordare che yan tenuti nel debito conto gli ordini di
molteplicità e che la condizione di regolarità per una coppia di
punti corrispondenti P e P ' , è che le^configurazioni differenziali for-
mate in P e in P ' dalle curve a l5 at, az e dalle a\, a'2) a'3, siano
proiettiyamente uguali. Yogliamo ancora ricordare che Ie tre curve
a1} a2, a3 possono anche avere dei contatti nel punto fondamen-
tale 0 (quando qualche punto iondame^l^ie Fx capita infinitamente
vicino ad 0) e che questo caso si verifica in particolare quando
qualcuna delle tre curve sia (di ordine zero) ridotta all' mtorno
del primo ordine del punto O.

8, Quando Ie o>h sono date in uno degli altri modi enunciati al
n. 2, si procède analogamente a quanto abbiamo fin qui fatto :

a) La J sia defimta da una curva unita bisecante u (di or-
dine \L) e da una coppia di unisecanh corrispondentt a e a7 (degli
ordini rispettivi v e vj.

Sono, in generale, fondamentali Ie rette che da 0 vanno ai
punti in cui le a e d incontrano la u.

L'ordine n della J risulta:
(11) w = ^ + v + v ' - l .

Tale ordine si abbassa se Ie curve a, a si incontrano sulla u.
b) La J sta involutorta e defimta da due bisecanti hl e b2

(degli ordini rispettivi fi, e [i2).
Sono, in generale, fondamentali Ie rette che da 0 vanno ai

punti F comuni a b1 e 62.
L' ordine della / risulta :

(12) n = p1 + p , - l .
Tale ordine si abbassa se due punti F sono alhneati con O.
Questo caso rientra nel caso generale, se le due bisecanti sono

spezzate in due coppie di unisecanti aLa\, ata't (pur di assumere,
ad es., come texza coppia di unisecanti a3 = a\, a\^:ax) (9).

c) La J sia involutoria e definita da una curva unita bise-
cante u (di ordine JJL).

Sono fondamentali Ie tangenti alla u, condotte da 0.
L' ordine della J risulta

(13) n = ^

Questo caso rientra nel caso a) pur di assumere, come unise-
canti corrispondenti, l'intorno del primo ordine del punto 0 e la
polare (prima) di 0 rispetto ad u.

(9) Si dovrà tener conto che i punti (a^^ e (a^a^) coincidono.


