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Le equazioni canoniche del moto di un sistema anolonomo
come sistema associato a un determinato pfaffiano.

Nota di Cararpo AcosTINELLI (a Torino).

Santo. - Si dimostra come, analogamente a quanto avviene per le equazioni
canoniche del moto di un sistema olonomo, anche le equazioni del moto
di un sistema anolonomo, ridotte a forma canonica, si possono ottenere
come sistema associato a un determinaio pfaffiano.

1. Consideriamo un sistema materiale la cui posizione in ogni
istante si possa individuare mediante »# parametri lagrangiani
Q1 Qs s Qn, sollecitato da forze derivanti da un potenziale

U(t, ql) qZ’ "y qﬂ)

e sottoposto inoltre ad m <<% vincoli di mobilitd anolonomi.

Introducendo n — m caratteristiche cinetiche ,, vg,..., w,_, ,
questi vincoli si possono esprimere, come si sa, mediante relazioni
della forma

n—m
1) 9= %h Brroons (r=1,2,.., n; w,=1)

ove i coefficienti §,, sono funzioni delle g e di £. Lia (1) sara valida
anche per r =0, con le convenzioni:

Boo=1; Bpn=0; per h=1, 2..., n —m; Go=1t; @y=w,=1.
Ponendo df, =w,dt, ove le df, sono differenziali di quasi coor-

dinate nel senso di WHITTAKER (!), le (1) si possono scrivere anche

n—m

1) dg, = %h Badt,, (r=0,1,2, .., n; dg,=dt,=dt).

Detta ora T=— a,,sd,q‘s, la forza viva del sistema, in virtu

s

o M3

1
2
delle (1) essa assume la forma

T tn—m ”
-9 %hh“hkmhwh con ., = 20" @ps By Ben

(" B. T. WHITTARER, Analytical Dynamics, « Cambridge University
Press », p. 41, 1927,
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e le equazioni del moto del sistema risultano (?)

d (oT* T*+ U) n7m
©) @ (._.awh) — ___._.—( %, ) + 02”‘ Yy, sy =0, (h=1, 2 vy —m),
ove, avuto riguardo alle (1'), si & indicata con f D’operazione dif-
h
ferenziale

3 9
§€;= %r pﬂi aT!"

3 (3!5.:. Sﬂ.,.)

Y4 06 — 6—": uprl -

h=0,1,2,.., n—m),
ed & inolfre

Ponendo ancora

oT*
'p"':a_u:’ h=1,2,.., n—m; H= Ehpr.“’h"(T*’*‘U);

le (2) equivalgono al sistema di 2(n — m) equazioni canoniche

_®H _dp, O®H nwm  HH

@) o= Gt STy g =0 B=12, n—m)

nelle quali la funzione caratteristica H va espressa in termini
delle g e delle p, ed ove per convenzione & EI _wo._. 1.

Alle (3) vanno naturalmente associate le equazlom (1) dei vin-

coli che ora diventano

n—m oH
= 2, b 55 (r=t, 2, .., n).

2. Vogliamo ora vedere come il sistema di equazioni canoniche (3)
coincide col sistema di equazioni associate al pfaffiano

e Ya =:z:h p,dE, — Hat,

ove la H si consideri funzione delle p, e delle quasi coordinate §,.
Infatti il covariante bilineare (}) ® del pfaifiano (4) & espresso da

n—m n—m
*= %“u (Cpndt, — dp,,) +12r. Pk, — a%t,) — SH - dt + dH - 3.

(?) Vedi ad es. C. AGOSTINELLI, Sistemr anolonomi a caratteristiche ei-
wnetiche separate, ecc., (« Atti del Seminario Matematico e Fisico dell’ Uni-
versita di Modena », vol. 11, 1947-48). Idem, Sull’ applicabiliid del motodo di
Jacobi della meccanica analitica ai sistemi anolonomi. (In corso di stampa
nei « Rendiconti dell’Accademia dei Lincei »).

() Per le considerazioni sui pfaffiani e i relativi covarianti bilineari
vedi ad es.: T, Levi-Grvra e U. AMaLDI, Legioni di Meccanica ri.zionale,
wol. 11, P. 1I1. Zanichelli, Bologna, 1627.
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Poiche
oT* wom
ddt, — d¥Ey == ddt — ddt =0, p,= o = %}h s

O)h
si ha successivamente

w

—h ph(sd — d¥, )= Oz).h w0x(3dE, — d8,) =

n—m n—m

= ?hk o‘r-! arfprhpskwh(sdsh - dsgh) =

n—m %

= ):'kh zrs arspSkw"[S(prthh) — d(B,3%,)] —

n—m

- Zklc o'rs rSﬁSkwk(aﬁrh dk, — dB,4+3,).

n—
B, (3B — (B3] = 3dg, — dbg. =0,
segue percid facilmente
" n_m 3 3B,
5, pyodty — %) = — Ty o 3 (67— 2%,
0 th %5
ciod
n—nt n—m
%"n Py(8d&, —dt,) = — ?}hk Y5, 25 0Ex3%, .

Esplicitando il 8H risulta

nem o _ 3H wom(H.,  oH
sH__.,, % H oy +E S =g + 3, (8; E,,,-i-gﬁap,‘)

e quindi infine si ha

N—m n—m n—m n-—-m
P = %A @p,dt, — dpydt,) — zk ozjh Y4, w5038, 38, — %ﬂc Y5, 006,58
SH n—m (ST oH
[8, -+ 3, (SE b o Sph)]dt-i-dH 3.

I sistema associato al pfaffiano (4) 8, com’& noto (%), quello che
esprime le condizioni necegsarie e sufficienti affinché il corri-
spondente covariante bilineare ® sia identicamente nullo per ogni
scelta arbitraria degli incrementi

3p,, 3%, (=1, 2,.., n—m), 3 =3t
Detto sistema associato, che al pari del covariante bilineare da

cui deriva, & invariante di fronte a ogni cambiamento di variabili,

() Vedi T. L&vi-Civira e U. AMALDI, loco eitalo, in (3).
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¢ dunque nel nostro caso:

eH nom oH
(5) dz, — P dt =0, dpn+ Dy v, podin + gT dat =0,
ph 0 ch

(h=1,2,.,0 m),
SH n—m "
(6) dH — = at — ?jk i, 0103 = 0.
>0
Ora, poiche d%, = w,dt, le (5) coincidomo proprio con le equa-
zioni canoniche (3). La (6) & poi conseguenza delle prece;lenti.

Invero, tenendo conto delle equazioni canoniche si ha successi-
vamente

aH n-m3H n_m oH dpk SH n—m dp/; H
= e+ Y =t ol
IR ) 1" 0Py d 9%, 1 , dt 95
o H mn—m n_m
— Zy Zjy Y, i Onn

YA k
03 1 0

Ma
n—m
w _ . N .
-’-1'117; i, kn 20 = 0, poiche Yis kh = — Yi, hk»
ne segue
dH_ o H nom N

at — o, ¥ 5 21:15 Tis 09515

che non differisce dalla (6) quando si osservi che v; g =0.
Ne concludiamo che le equazioni del moto di un sistema ana-
lonomo ridotte alla forma canonica (3), coincidono col sistema as-

sociato al pfaffiano (4).



