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QUALCHE PROPRIETA DI ALCUNI OPERATORI INTRODOTTI DAL VOLTERRA 279

Qualche proprieta di alcuni operatori introdotti dal Volterra.

Nota di GivLiaNa Berti (a Bologna)

Sunto. - Si considerano gli operatori Cr, introdotti dal VOLTERRA, che
applicati ad una funeione continua £(t) danno come risultato :

t
Cof (]) = €,f (8) 41 ,(#, D (x)dx
0
dove cr é un numero, vr(t,t) una funzione continua di t e t.
Per questi operatori si dimostrano valide in ogni caso le proprieti
associativa e distributiva, mentre la proprietd commutativa é verificata
quando yr € funzione solo di t — .

I). I1 VourerrA () ha introdotto alcuni operatori, che indichere-
mo con C, o C, e che, applicati ad una funzione f(¢) continua per
t{>=0, danno come risultato una nuova funzione continua C,f({)
definita dalla formula:

i
(1) C.f(h) = e, f () + [v,(t, If (r)de
0

dove ¢, & un numero, v,(!, ) una funzione continua di ¢ e © (per
t =0, 1 =0); ovviamente il numero ¢, e la funzione v.%, t) defi-
niscono completamente 'operatore C,. Scriveremo anzi, per bre-
vita, C;,=/c,, y,] Analoga definizione vale per C..

Naturalmente se ¢,—=1 e y,(, ©) & identicamente nulla, Pope-
ratore C, si riduce all’operatore unita, che muta ogni funzione f(?)
in sé stessa.

n questa nota, studieremo alcune proprieta, che non mi sem-
brano enunciate esplicitamente dal VoLTERRA, dei predetfti opera-
tori: cioe, dopo aver definito la loro somma, il loro prodotto e
I’ operatore inverso, proveremo che essi soddisfano alla proprieta
associativa e distributiva e, nel caso particolare ben moto in cui
Y+{f, t) & funzione di (! — <), alla proprieta commutativa.

IT). Diremo somma degli operatori C, e C, l'operatore (Cr + C,)
definito dal numero ¢, + ¢, e dalla funzione y,(f, 7) + y,{(¢, ©): cioe

1) VOLTERRA : Lecons sur les fonctions de lignes, Paris, Gauthier Villars.
1918 Cap. VIII § 1. In seguito questa opera verra indicata con F. D. L,
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(Cr + C)=[cr + ¢, Yr + ¥,]; diremo prodotto fra C, e un numero
h Yoperatore hC, = [hc,, hyr)

Intenderemo poi per proiotto dei due operatori C, e C, 1’ope-
ratore (C,C,) che applicato ad una funzione continua f(f) da per
risultato C, applicato a C, f(f). Ossia:

t
(CrCIf () = CACS(t) = C(ef () + [ 1t Dfx)dx) = eref(8) +
0

t i T
+ [[enrdt, =) + ex,dt, N E)ds + [1,08, D)dr [vds, OF E)E
0 0 [

dove £ indica una nuova variabile.
Cioe applicando all’ultimo termine la formula di DIRICHLET :

t t
(CrCI (&) = cref (8) + [ [e1dt, 7) + ety @)+ [ volty B DEN (e =
0 T

12
=c,of(h) + [[e0t o) + e, (b ) + 1,1)f(@)de
0

dove conforme, alla notazione del VoLTERRA per il prodotto di com-
posizione (*):

i
=10t Dl 7k

Quindi il prodotto fra due operatori C, e C, & definito dal nu-
mero c.c, e dalla funzione c¢,v(f, t) + cy.{¢, ) + v,y, cioe:

(2} C" CS - [C’ Csy CrYs -+ CsYp + ‘%r:Ys] .

Ossia il prodotto di due operatori & un operatore dato dal nu-
mero prodotto dei due numeri che li definiscono e dalla funzione
ottenuta sommando i prodotti fra il numero relativo a un opera-
tore e la funzione relativa all’altro, con il prodotto di composizione
secondo VOLTERRA delle due funzioni.

Chiameremo infine, operatore inverso di C, I’operatore C—! de-

1
finito dal numero o dalla funzione F,({, ) dove ¢, F,(¢, ) & il

nucleo coniugato secondo VoLTERRA (?) di ‘ng’—‘r), ciod:
r
3) L(.C@ 4 o Fyt, <)+ p B, =0,

»
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R facile provare che (C;'C,) & Y operatore unita. Infatti esso

& definito dal numero 1 ¢, e dalla funzione c,F,(f, 7)+ cl (¢, T) +
” r

+ v,F, che & uulla per la (3).

[IT). Dimostriamo ora per i predetti operatori la proprieta asso-
ciativa. ’

Sia C; un terzo operatore definito dal numero ¢, e dalla funzione
Yi(t, 7), ciod: C,=[c,, y;] - Ora si ha, applicando la (2)

Ok( C,.C‘) = [ckcrcs y CpCpYsH CplsY = CrCsYy + Ck:YrYs"‘ cr.YIch'*‘ cs:YkYT + YL(YrYs)]
Invece, osservando che (C,C,)=[c,c,, C;Yr + €Yz + YzY,). si ha:

(Ck C" ) Cs - [c,,crc, ’ ckcrYs -+ crctYk + C,‘C,‘Y,. -+ cr‘Yk:Ys -+ c}{Y'&s -+ cs:Yk"Yr -+ (:Yk‘%f)YS]

A

ma, come il VoLTERRA ha provato (¥):
(ék‘}r)%s - '%k('%f'%s)
quindi:
(CLC7) Cs = CI:(CTCs)

e la proprietd associativa & dimostrata.
Osservando poi che:

si ha: :Yk:Yf + YAy = .Yk(.Y" -+ 'Ys)

CiCr 4+ CC; = [646r + €,y CYr ~+ CrYp ~ TiTr &= CoYs + CoYz + TiYs] =
= [eler + ¢, Cilyr + 15 + (6 + )y, + :Yk('Y" +71)]= Cy(Cr+ C)

cioé gli operatori soddisfano la proprieta distributiva.

Infine i predetti operatori soddisfano la proprietd commutativa
se vale la relazione;

%".Ys = '.Ys:Yr
che si verifica perd, come ha mostrato il VoLTERRA (%), solo nel
caso particolare in cui y, e vy, sono funzioni della differenza ¢ — .

Spero in una prossima nota, di applicare questi risultati a un
problema di elasticitd ereditaria.

() F. D. L. Cap. 1X, § 2.
() F. D. L. Cap. 1X, § 3.



