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QUALCHE PROPRIETÀ Dl ALCUNI OPERATORI INTRODOTTI DAL VOLTERRA 2 7 9

<$ualche proprietà di alcuni operatori introdotti dal Yolterra.

Nota di Griui/ïANA BERTI (a Bologna)

8unto. - Si considerano gli operatori Cr, introdotti dal VOLTERRA, che
applicati ad una fun&ione continua f(t) danno come risultato :

t
Crf(t) = Crf(t) -hf-ïAt, X)f(z)dz

0

dove cr è un numero, Yr^t) una fun&ione continua di t e x.
Per questi operatori si dimostrano valide in ogni caso le propriété,

associativa e distributiva, mentre la proprietà commutativa è verificata
quando Yr è fun&ione solo di t — x.

I). Il VOLTERRA (J) ha introdotto alcuni operatori, che indichere-
Tïio con Cr o Cs, e che, applicati ad una funzione f(t) continua per
i> 0, danno come risultato una nuoya funzione continua Crf(t)
definita dalla formula:

t

dove cr è un numero, -yr(t, x) una funzione continua di t e x (per
t > 0, ^ > 0 ) ; oYYiamente il numero cr e la funzione fr(t, x) defi-
niscono completamente Toperatore Cr. Scriveremo anzi^ per bre-
Yità, C-r = [cy, Yr] Analoga definizione vale per Cs.

Naturalmente se cr = 1 e yr(£, x) è identicamente nulla, Tope-
ratore Cr si riduce all'operatore unità, che muta ogni funzione f(t)
in sè stessa.

n questa nota, studieremo alcune proprietà, che non mi sein-
t>rano enunciate esplicitamente dal YOLTERRA, dei predetti opera-
iori: cioè, dopo aver definito la loro somma, il loro prodotto e
1' operatore inverso, proveremo che essi soddisfano alla proprietà
associativa e distributiva e, nel caso particolare ben noto in cui
Yr(£, T) è funzione di (t — T), alla proprietà commutativa.

II). Diremo somma degli operatori Cr e Cs Toperatore (Cr -+- Cs)
definito dal numero cr~\~cs e dalla funzione yr(t, x) H- YS(̂ , T) : cioè

£) YOLTBRRA : Leçons sur les fonctions de lignes, Paris, Gauthier Villars.
1913 Cap. VIII § 1. In seguito questa opera verra indicata con ï1. D. L,
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(Cr -+- Cs) = [cr -+- cs, Yr •+• YJ ï diremo prodotto fra Cr e un numero
h l'operatore hCr = [hcr, hyr]-

Intenderemo poi per proiotto dei due operatori Cr e Cs Pope-
ratore {CfCs) che applicato ad una funzione continua f(t) dà per
risultato Cr applicato a Cs f(t). Ossia:

t

(GrCs)f(t) = Cr(Csf(t)) = C,(cf(t) -+• ƒytf, r)f(x)dT) = Crc/(t) -f-
0

0 0

dove ? indica una nuova variabile.
Cioè applicando all'ultimo termine la formula di DIRICHLET :

t t

(CrCa)f(t) = CrCsf(t) f
0

t
ƒ [crY^
o

dove conforme, alla notazione del VOLTERRA per il prodotto di com-
posizione (*):

Quindi il prodotto fra due operatori Cr e Cs è defmito dal nu-
mero crcs e dalla funzione crys(ty T) H- csyr(^, T) -t- YrYs ci°& :

(2) Ct Cs = [c, cs, crYs -f- csYr •+- YrYJ •

Ossia il prodotto di due operatori è un operatore dato dal nu-
mero prodotto dei due numeri che li definiscono e dalla funzione
ottenuta sommando i prodotti fra il numero relativo a un opera-
tore e la funzione relativa all'altro, con il prodotto di composizione
secondo VOLTERRA. délie due funzioni.

Chiameremo infine, operatore inverso di Cr V operatore C~l de-

finito dal numero — e dalla funzione Fr(t9 T) dove crFr(t^ T) è il

nucleo coniugato secondo YOÏ/TERRA(3) di - ? , oioè :
cr

(3) I r i ^ l -+- crFr(t, T) + Y» JV = 0 ,

(-) P. D. L. Cap. IX, § 2.
O F. D. li. Cap. TV, § 4.
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È facile provare che {C~l Cr) è Foperatore unità. Infatti esso

è definito dal numero — cr e dalla funzione crFr(t, T) H yr(t, x) +
cr cr

-f- yrFr che è uulla per la (3).
CH). Dimostriamo ora per i predetti operatori la proprietà asso-

ciativa.
Sia Ck uu terzo operatore definito dal numero ch e dalla funzione

yk(t, T), cioè: Ck =; [ck, yk] - Ora si ha, applicando la (2)

Ck{CrCs) = [ckcrcs, ckcrys-+- ckcsïr+ crcsy

Invece, osservando che (CAC»)=: [cAcr, ckyr •+• cr^k -+• ykyr]* si h a :

( C^ Cr) Cs = [cAC rC s , Cjfirt, -+• CrCsyA. •+ CftCsy^ -f- Cr*

ma, come il YOLTERTRA. ha provato (4) :

quindi :

-e la proprietà associativa è dimostrata.
Osserrando poi che :

YftYr -*- Y*Y« = Yk(Yr •
si ha :

CkCr -+- CA.C5 = [ckcr -H CAA , c^r H

= [cft(cr -+- cs), ckür + T,) + (Cr + cs)yA -H V*(Yr "+- V.)] = CA(Cr -+- C5

oioè gli operatori soddisfano la proprietà distributiva.
Infine i predetti operatori soddisfano la proprietà commutativa

se vale la relazione ;

«che si yerifica perö, come ha mostrato il YOLTEKRA (5), solo nel
caso particolare in cui yr e ys sono funzioni della differenza t — T.

Spero in una prossima nota, di applicare questi risultati a un
problema di elasticitâ ereditaria.

F. D. L. Gap. IX, § 2.
F. D. L. Cap. IX, § B.


