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270

Un teorema di derivazione per serie
con una applicazione alle serie trigonometriche,

Nota di CARLO PTTCCI (a Firenze) (*).

Suuto. • Si stabilisée un teorema di derivazione per serie e si applica alle
serie trigonometriche.

I n un intervallo (a, b) siano definite le fimzioni /„(oc), cou
% = 1, 2, 3 , . . . , le quali posseggono derivate fino all 'ordme r -+- 1.

Se la successione j în(x) I converge in un insieme di punti ovunque
denso in (a, b), e se le funzioni ijST^X){x), con n = 1, % 3 , . . . , sono
ugualmente limitate, allora :

I. le successioni ) fn(^) I, I îa^Hx) j con p = 1, 2, ... r, conver*
gono uniformemente in (a, b) ;

II . la funzione î(x) — lim fn(x) ha ovunque in (a, b) derivate
n —* oo

determinate e finite fino alV ording r e si ha fte)(x) = lim fu<p)(sc) per
n —*- oo

p = l, 2,...,r.
a) Premettiamo un risultato di Calcolo délie Differenze finite

e cioè T espressione délia derivata p-esima di una funzione nella
formula d' interpolazione di NEWTON col resto sotto forma di LA-
GRANGKE.

La funzione î(x) abbia derivate determinate e finite fino alV or-
dine r -H 1 in un intervallo (a, b) e siano xiy x2,... , xr+iv -+- 1
punti di (a, b) distinti due a due. Si ha allora per xCZ(a, b), eccet-
tuato al più un numero finito di punti,

dp

fp\x)=f(x19 » , , . . . , xP+

dp

(1) H- f(x1 , ... , Xr^) ^ [{X - X,) .;. {X - Xr)]

con 0 <; p ^ r, l interno al maggiore fra gV intervalli di estremt
corrispondenti ai valori xlt xi9..., xr+l, x e con

1 ;

(xt-x1)(xt—xt)...(xt — xt) "• (Xi — »,)(», — os,)... (as,— «,•_!)*

(*) Lavoro eseguito nell' Istituto Matematico dell' TJniversità di Mrenze..
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Poniamo :
«?(«) = f(x{) -4- / f o , »,)(;» — xx) -4- ... -4-

-4- /(oc,, asa , . . . , ar+1)(fl5 — «,)(# — œ,) »• (a? — œr)

(4)

ove J. è una costante che ci riserviamo di fissare in seguito. La
funzione <!>(#) è continua e derivabile r -+- 1 yolte essendo taie il
secondo membro délia (4), e derivandola p volte, con 1 <£p < r,
si ha:

^ ( r -4_ 1) J
E s s e n d o

<&{xt) = /"(öCi) per 1 < « < r + 1

annullandosi cioè in r + 1 punti distinti di (a, 6) la funzione
[f(x) — $(#)], per il teorema di ROLLE la funzione [f(x) — *'(#)] si
annulla in almeno r punti distinti di (a. b) e cosï proseguendo
risulta che la funzione [tip)fa) — *<33)(a?)] si annulla in almeno
r — p-h 1 punti distinti di (a, 6). Possiamo determinare la co-
stante A in modo che per x = x', dove x' è un qualsiasi punto di
(a, b) distinto dagli r — p-h 1 punti Sn ?J5..., £r-P+-i in cui si an-

ri'P i/y% syt \ i/y , rut \

nulla il polinomio di grado r —p -+- 1, -=-^ , . . t—^tii-, sia :

(5) <t>l*»(x') = /^ ' (œ')

si avrà quindi che la funzione [fip)(x) — 4>(î0)(x)] si annulla in r — p -H 2
punti distinti di (a, b) per cui la sua derivata r —p -+- 1 -esima si
anuullerà in un punto l CZ (a, b)

ovvero

e quindi per la (4)

e per Ie (5) e Ie (3)

'(5) (r -H 1) !
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e cambiando x in x' si ha la (1) che vale in tutto (a, b) eccet-
tuato al più i punti Ç1} ?g,..., ?r_^+1 (*).

b) Siano xi, x2J . . . , x, + 1 r-4- 1 punti distinti appartenenti a
a un intervalle» A c i (a, b) e tali che in essi sia convergente la suc-
cession e \fn(x)\. Si ha per la (1) per eed (a, &), eccettuato al più
un numero finito di punti,

— fjxl, . . . , âyh)] - ^ [(x — œj ... {x — œp)

(6)

* [ƒ(» œ) tfa

L/n \yn U

Per ipotesi esiste una costante K taie ohe per qualsiasi va-
lore dell'indice n e per qualsiasi ZcZ(a, b) \ fH

{'+l)(l) \ < K. Posto
mis. A - 8 è poi per x C A

Per la (2) e per la convergenza délia successione | f»(x) | in
a?!, x2>..., xr4-i possiamo fissare un indice n** taie che per n9 m> nQ

•e l ^ ^ ^ + l sia

j fn{xX9 ar2,..., aîj —ƒ„,(<&„ a;,,..., «,) | < S .

Dalla (6) e dalle disuguaglianze stabilité risulta quindi per n,
e per xCZ^ eccettuato al più un numero finito di punti

I f„<»(*) - fm
l'\*) | < 8-p ! + 8 ̂ T ^ 8 + ... + 8 ( 7 ^ i S -* +

Per la continuità délie funzioni f„ip)(x), con n = r l , 2, 3,... e
0 < p < r? si avrà in tutto V intervallo A, nessun punto eccettuato,

(2) Per la formula del testo nel caso di punti equidistanti cfr. E. PA-
SCAL : Calcolo délie Variazioni e Calcolo délie différence fintte (Milano,
1897), p. 230.

(3) Senza alterare le generalità possiamo suppoire ft >• 1, S < 1.
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per n, m > n°

Sia £ un numero positivo arbitrario e sia B' un numero minore
4 S'

di 1 taie che r\-2K< 57 < e .
1 — o

Fissato un qualsiasi intervallo A d (a, 6) di ampiezza S < S',
esistendo per ipotesi r +-1 punti interni ad esso ove la successione
| /"m(a5) i converge, per qaanto précède possiamo determinare un
indice n° taie che per w, m > w0 e a ; C A sia
(7) | / n ^ ) - fm<P>(x) | <T3.

Possiamo allora ricoprire F intervallo (a, b) con un numero fi-
nito di tratti \s di ampiezza os <Z 8' tali che in ciascuno di essi
per n, m maggiori di un certo indice n°s valga la (7). Indicando
con NQ il maggiore fra gli n°s (che sono finiti e in numero finito)
si ha che la (7) vale in tutto (a, b) per M, m > IV0. Pe r l 'arbitra-
rietà di s risulta allora V uniforme convergenza in (a, b) délie suc-
cessioni \fn

{p\oo)\ con 0 < p < r.
Posto ƒ(#) ̂  iim /„(as) per l 'uniforme convergenza délie suc-

w •—>- 00

cessioni derivate si ha per un teorema di derivazione per serie che
la funzione f(x) ha derivate determinate e finite ovunque in (a, b)
fino alPordine r con f^(x) = Iim fn

{p)(x) per l < i > < . ^ .
n—*• 00

c) Si osservi che se la successione \fn
{r~*~l)(x)\ è pure conver-

gente essa converge alla derivata r h-1 -esima di f(x). Infatti posto
(&(#)== Iim /tt

(r+p(x)essendo le funzioni /,î
<r"H1)(iC) ugualmente limitate

n—^ 00

si ha per xd{a) b)

= Iim
a

e quindi

®{x)dx = f^(x) —

d) Si possono ridurre le ipotesi del précédente teorema rife-
rendoci alle serie trigonometriche.

Sia data una serie trigonometrica

1 "°
(8) 5 a0 -h S (a„ cos nx -f- &n sen n̂ c)

J i
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e le somme parziali della serie dédouane derivandola termine a
termine r -+- 1 volte siano egualmente limitate. In tal caso si ha
che :

I) la serie (8) e Ie serie ottenute da es sa derivandola termine
a termine p volte> con l < p < r , sono unifor'memente convergenti;

II) indicato con f(x) la somma della serie (8), la funzione f(x)
ha ovunque derivata determinata e finita fino alV ordine r con

°° dp

flp)(x) = 2 -=—- (a„ cos nx -+- bn sen nx) per 1 < jp <[ r.

Per ipotesi possiamo fissare un numero positivo M taie che per
qualsiasi valore dell' indice s sia

2 -z—TT (a„ cos nx -+• b„ sen nx)« 1 dxr+*

e quindi

^ ^ ( ^ c o s w a ï + ^ s e n

e dovendo questa disuguaglianza valere per qualsiasi valore della
cc e in particolare per quei valori della x per cui si annulla la
derirata r + 1 -esima di cos nx o di sen nx si ha per ogni valore
dell' indice n

| ann^ i | < 2M, | bnn
r+l | < 2M.

Queste due disuguaglianze comportano la convergenza quasi
orunque della serie (8) (4) e quindi, valendo Ie ipotesi del teorema
précédente, le proposizioni I) e II) sono dimostrate.


