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270 c. PUCCI

Un teorema di derivazione per serie
con una applicazione alle serie trigonometriche.

Nota di Carrno Puccr (a Firenze) (¥).

Sunte. - Si stabilisce un teorema di derivazione per serie e si applica alle
serie trigonometriche.

In un intervallo (@, b) siano definite le funzioni f,(x), con
n=1, 2, 3,..., le quali posseggono derivate fino all’ordine » + 1.
Se la successione | fn(x)! converge in un insieme di punti ovunque
denso in (a, b), e se le funzioni f,r+1(x), con n=1, 2, 3,..., sono
ugualmente limitate, allora : .
I. le successtoni }fn(x)}, | fu(Px)| con p=1, 2,..r, conver-
gono uniformemente in (a, b);
II. la funzione f(x) = lim fu(x) ha ovunque in (a, b) derivate

n —= 0o

determinate e finite fino all’ ordine r e s¢ ha £°)(x) = lim £,(0)(x) per
n = 00

p=12..,r.

a) Premettiamo un risultato di Calcolo delle Differenze finite
e cioe l’espressione della derivata p-esima di una funzione nella
formula d’ interpolazione di NEwr0oN col resto sotto forma di La-
GRANGE.

La funzione f(x) abbia derivale delerminale e finite fino all’ or-
dine r—+1 in un intervallo (a, b) e siano x,, @,,..., Try1r + 1
punti di (a, b) distinti due a due. Si ha allora per x C (a, b), eccet-
tuato al pit un numero finito di punii,

fPx) = flacy, 24,00y Xpyq) j—;[(x —x )X — ) o (@ — X))} + e =

(1) -+ f(x] LA xr_'_l) ad;p’; [(x _ x‘) -.A. (m _— :x;r)] -+

ar (€ — ) ... (@ —
+ f(r+1)(g)(_1_x_p(x xl(?r _:951) : “’r+1)’

con 0 <p=Cr, § interno al maggiore fra gl intervalli di estrems
corrispondenti ai valori x,, %4, .., B,y,, & € COR

. f(‘”l)
(2) f(wly Ly yeeny xi) -_ (-'”1 . xz)(wl — ws) . (xl — xt) +
. fl2c,) T 1)
(@, — )@y — 25) oo (0 — ) T (o0 — ) (@ — ) oo (s — i) )

(*) Lavoro eseguito nell’ Istituto Matematico dell’ Universita di Firenze.



UN TEOREMA DI DERIVAZIONE PER SERIE CON UNA APPLICAZIONE, ECC. a71

Poniamo :
3 f{a(m) = f(xl) + f(xl s 902)(% _xl) =+t
® s By ey By — ) — ) e (@ — )
4) D) = o) + A (& — 2,)( (:fz)n‘ (x—2x,)

ove A & una costante che ci riserviamo di fissare in seguito. La
funzione ®(x) & continua e derivabile r + 1 volte essendo tale il
secondo membro della (4), e derivandola p volte, con 1 <<p <7,
si ha:

ar (x—x,) .. (t—x,4,)

*Px) = ¢Px) + A 75 r+ D1

Essendo
b)) = f(x;) per 1l<<i<<r-+1

annullandosi cioé in r+ 1 punti distinti di (a, ) la funzione
[f(x) — ®(x)], per il teorema di RorLrE la funzione [f'(x) — ®'(x)] si
annulla in almeno + punti distinti di (a, b) e cosi proseguendo
risulta che la funzione [fP(x) — ®P(x)] si annulla in almeno
r—p—+ 1 punti distinti di (@, b). Possiamo determinare la co-
stante 4 in modo che per x =«', dove &’ & un qualsiasi punto di
(a, b) distinto dagli » —p + 1 punti &, &,,.., §._,,, in cui si an-

ar (x—ax)..(x—x
’ Wo( (li +(1)! =2, sia
() PP(x’) = [P(x)
si avra quindi che la funzione [f'P(x) — ®#(x)] si annulla in r — p + 2
punti distinti di (@, b) per cui la sua derivata » — p + 1 -esima si
annullera in un punto £ (a, b)

dr—r+1fo)(g) dr—r+10®)(g)
[ dgr—rFL T ggr—rt+1 L= ¢ =0

nulla il polinomio di grado » —p + 1

ovvero
foriE) = dUHIE) = A
e quindi per la (4)
D) = o(a) + [
e per le (5) e le (3)

@ @—a)..(x—x,,,)
dar (r+1)!

ar
[P) = Haoy, 25 ey Tpynn) doc? [ — ) ... (@' — x,)] +
-+ f(xn ) xﬂv+2) %{)[(w’ - xl) (96’ - xn+1)] + o
ar
+ fl@,y ey 2,4) W[(x, — ). (@ —x,)] +
ar (' —x,) .. (@' —x. )

(E25 =5 V-4 W,
+ 10 g r+1)
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¢ cambiando x in 2’ si ha la (1) che vale in tutto (g, b) eccet-
tuato al pit i punti §,, &, ..., &, (3.

b) Siano x4, x,, ..., ®,,, ¥+ 1 punti distinti appartenenti a
a un intervallo A (a, b) e tali che in essi sia convergente la suc-
cessione |f (x)}. Si ha per la (1) per xC(a, b), eccettuato al piut
un numero finito di punti,

f"(p)(m) - fm(p)(w) = [fn(wl LA x”+‘} -

ar
— fn(@y, ooy X)) o [fe — 287} oo (6 — 2,)] + oo +

6 dp
( ) -+ [fn(xly seey m’—l—l) - fm(xli see wr’*l"l)] d—x—’; [(x - xl) e (x - m9‘)] ~+

, ar (@ —x,) ... (x —x,,)
-+ [fn( +“(£n) - f’71(r+“(E"')] w (/V -+ 1} ! ’

Peor ipotesi esiste una costante K tale che per qualsiasi va-
lore dell’ indice » e per qualsiasi (e, b) | f,,°1T9() | < K. Posto
mis. A=—23 & poi per x A

ar il
da? [(x —x,) .. (@ —x,)] << m—)—' Sr—n

Per la (2) e per la convergenza della successione {f,(x)} in
Lyy Xyy ey Xyt possiamo fissare un indice n® tale che per », m > »n’
el<i<r+1 sia

V6@ys @g5 ey @) — (20, @y ey @) | <a.

Dalla (6) e dalle disuguaglianze stabilite risulta quindi per =,
m>mn, ¢ per £ (A eccettuato al pilt un numero finito di punti

7!

p+1

! :
| £ P() = FuP(@0) | <Boplae 35y bt B 8P
2K rl relep r!
—_— PP 3 ¥ — _ KdrH1—p
TEi—p)! r=p! o= T <
LRI ]
b — 3 5 a1 .
. <2K(v—p)!s=l < 2K ) 1—5 ()

Per la continuith delle funzioni f,‘”(x), con n=1, 2, 3,.. e
0<p<w, si avra in tutto 1’ intervallo A, nessun punto eccettuato,

(?) Per la formula del testo nel caso di punti equidistanti cfr. E. Pa-
scaL: Calcolo delle Variazioni ¢ Calcolo delle differenze finite (Milano,
1897), p. 230.

(3) Senza alterare le generalitd possiamo suppoire k> 1, 8 < 1.
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per n, n > n®

3
| 1uP@) = FuP(w) | Sv12K 7

Sia ¢ un numero positivo arbitrario e sia & un numero minore
4

dlltale che 7! 2K 3 Ty <

Fissato un quals1a51 intervallo A (a, b) di ampiezza 8 <&,
esistendo per ipotesi » + 1 punti interni ad esso ove la successione
{fa{@)! converge, per quanto precede possiamo determinare un
indice »° tale che per n, m > mn, e x A sia

(7) | 1.P@) — £, ") | <.

Possiamo allora rieoprire 1’ intervallo (@, b) con un numero fi-
nito di tratti A, di ampiezza 8, <8 tali che in ciascuno di essi
per », m maggiori di un certo indice »° valga la (7). Indicando
con N° il maggiore fra gli »° (che sono finiti e in numero finito)
si ha che la (7) vale in tutto (@, b) per n, m > N°. Per 1’arbitra-
rieth di e risulta allora 1’ uniforme convergenza in (a, b) delle suc-
cessioni |f,P(x)! con 0 < p <.

Posto f(x)= lim f,(x) per I’ uniforme convergenza delle suc-

N —r 00

cessioni derivate si ha per un teorema di derivazione per serie che
la funzione f(x) ha derivate determinate e finite ovunque in (a, )
fino all’ ordine » con fP(x) = lim f,P(x) per 1 <p <.

N —> 00
¢) Si osservi che se la successione |}f,"+V(x)} & pure conver-
gente essa converge alla derivata » + 1 —esima di f(x). Infatti posto
o(x) = lim f,"+"(x)essendo le funzioni f,*V(x) ugualmente limitate

N —> 00

si ha per x(a, b)

[ sl@)de = lim f,,wf () de
N =—» 0O
a a

[ oleyde = flw) — fa) e g(x)=ftr+D(x)
@
d) Si possono ridurre le ipotesi del precedente teorema rife-
rendoci alle serie trigonometriche.
Sia data una serie trigonomelrica

o0
%+ 2 1(a,, cos nx + b, sen nx)
n=

101 =

®
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e le somme parziali della serie dedotiane derivandola termine o
termine r + 1 wvolte siano egualmente limitate. In tal caso st ha
che :
I) la serie (8) e le serie oftenule da essa derivandola lermine
a termine p volte, con 1 < p <r, sono uniformemente convergenti ;
II) indicato con f(x) la somma della serie (8), la funéione f(x)
ha ovungue derivata determinata e finita fino all’ ordine r con

oa P
fPx) = 2= Fp] (@, cos nx + b, sen nx) perl <<p<<no.
n=1
Per ipotesi possiamo fissare un mumero positivo M tale che per
qualsiasi valore dell’ indice s sia

s dr+l l
| ey prpre (@, cos nx + b, sen nx) l < M,
n =
e quindi
dr+l
] (@, cos nx+ b, sen nx) ‘ <2M,

e dovendo questa disuguaglianza valere per qualsiasi valore della
« e in particolare per quei valori della « per cui si annulla la
derivata » + 1 -esima di cos nx o di sennax si ha per ogni valore
dell’ indice n

| a,nrl] <2M, | bnrtt | < 2M.

Queste due disuguaglianze comportano la convergenza quasi
ovunque della serie (8) (*) e quindi, valendo le ipotesi del teorema
precedente, le proposizioni I) e 1I) sono dimostrate.



