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Le trasformazioni puntuaii fra due piani in una coppia
a Jacobiano nullo di carat ter istica zero.

Nota di COSIMO SANGOERMAKO (a Parma) (*).

Suuto. • Si studiano, dal punto di vista délia geometria proiettiva diffé-
renciais, le trasformasioni puntuali fra due piani nelV intorno di una
coppia di punti corrispondenti in cui il déterminante Jacobiano è nullo
e di caratteristica zero,

1. Le trasformazioni puntuali fra due spazi lineari Sr in una
coppia a Jacobiano nullo sono state studiate dal BOMPIAKI, dal
VILLA, e da altri (J). Perö, corne mi ha fatto rilevare il prof. VILLA,

il caso in cui F Jacobiano è nullo e di caratteristica zero non è
stato fin qui ancora considerato e differisce profondamente dagli
altri casi già studiati. ~Nel presente lavoro esamino appunto taie
caso per r — 2.

2. I n to rno del 2° ordiiio. — Consideriamo fra due piani- pro-
ietfcivi TT(X, y) f ^'(x', y') una trasformazione p an tuai e T, e sia {0, 0')

(1) L/a presente ISTota era già stata inviata alla stampa quando dalla
reeensione apparsa su « Mathematical Rewiews » (1949, vol. 10, pp. 121*122)
del citato lavoro di T. WAZBWSKI e J. SZÂRCSKI ho appreso che il risul-
tato relativo ail' equazione di Cr.AiRAUT modificata conseguito da questi
Autori è un caso partieolare di un teorema di R. VAN KAMPEN (Remarhs
on Systems of or dinar y differential équations. • « American Journal of Ma-
thematics », vol. L1X (1937), pp. 144-146).

Il teorema di conf ronto segnalato nella presente Nota non rientra per6
nelle considerazioni fatte da R. TAN KAMPEN nel lavoro citato.

(*) I risultati del presente lavoro sono stati comunicati, nel settembre 1948?

al ITI Congresso dell' U. M. I. a Pisa.
(4) Si veda il lavoro recente, anche per le notizie bibliografiche sul-

P argomento : M. VILLA e Gr. VAONA : Le trasformazioni puntuali in una
coppia a Jacobiano nullo, I. Intorno del 2° ordine, II. Intorno del 3° or-
dine. Riferimenti intrinseci. «Rend. deU'Accademia Nazionale dei Lincei»,
sei\ VIII , vol. VI, pp. 184, 278 (1949).
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una coppia di punti corrispondenti in relazione alla „quale il dé-
terminante jacobiano délia trasformazione sia nullo e di caratte-
ristica zero. Assumendo i punti 0, 0' corne origini délie coordinate
proiettive non omogenee nei due piani, le equazioni di T possono
scriversi, nell' intorno délia coppia considerata, sotto la forma :

x' = a^x* H- 2auxy H- a^y2 H- [3]

y' = b2ùx
2 -+- 2bllxy •+• bOîy

2 -h [3] ,

avendo indicato con [8] i termini dogli sriluppi in serie di grado
s> 2. Ogni elemento di curva di centro 0 e di tangente y = mx
viene trasformato da T in un elemento cuspidale di centro 0' e
la cui tangente è

{biQ +• 26uw -* b^mz)x' ^ (at0 -h 2axlm -+- a^m^y'.

La trasformazione T subordina quindi fra le rette del fascio
0{y = mx) e le ret(<e del fascio 0\y' = m'x') una corrispondenza
razionale T[2, 1]

-+- 2(6, ! — m'an)m +- (602 — m'aot)m
l = 0.

Aile rette del fascio 0' corrispondono in F coppie di rette del
fascio 0 che supporremo entrambe variabili al variare délia retta
per 0'. Tali coppie di rette formano pertanto un'involuzione i cui
raggi doppi si indicheranno con £,, i%.

Si diranno rette principali per Ö' quelle a cui corrispondono
in F le coppie di rette coincidenti rispettivamente in tl e t%.

Se si assumono le rette principali corne assi x ~ 0, y' =• 0, si ha

ax* — a, a30 = 0, bn
2 — 60ï62O - 0.

e le rette lx, t% hanno le equazioni

(2.1) t, s anx -+- any = 0, t%= bnx H~ b^y = 0.

Le rette (2.1) si ottengono anche considerando gli elementi cur-'
vilinei corrispondenti agli Ex' di centro 0'. Intatti ad ogni E±9

y'=m'x', la T fa corrispondere un elemento di curva avente in O
punto doppio con tangenti generaltnente distinte ; tali tangenti
sono coincidenti qnando e solo quando 1' Ex' considerato appar-
tenga ad una retta principale. Per taie ragione chiameremo le
(2.1) rette cuspidali.

Assumendo le rette cuspidali corne assi x = 0, y = 0, si ha

Segue, essendo
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Nei riferimenti scelti Ie equazioni di T si scrivono

x'
dove si è posto

3. Intorno del 3° ordine. — Scriviamo Ie equazioni di T fino
all' intorno del 3° ordine

x' = ax* -+- a30x3 -+- Ba2lx^y -+- 'óauxy* -+- aozy
z -+- [4]

2/' — fc^* -+- 630#
3 •+- 3bSïx*y H- Sb^xy2 •+- 603^

3 -f- [4].

La curva jacobiana ha in 0 punto doppio con tangenti Ie rette
cuspidali.

La sua equazione è infatti

2abxy ~h 3abtlx* -+- (6a6J2 -+• 3ba30)x
?y -+- (3a&03 -+- 6fea21)cct/2 -H

•+- 3a612«/3 -+- [4] = 0.

Gli E% dei rami della curva jacobiana uscenti da 0 sono

Le cubiche aventi in 0 un nodo e i cui rami contengono gli
j?2 (3-1), costituiscono un sistema lineare oo8 di equazione

3 fb9l a,9 \
(3.2) xy •+- s {-Ir & H — — ̂ 3 -f- 3^W(A,X -+- X9«) = 0 (X,. Xs pa ramet r i ) .\ ) J 2 \ b a J j ^ l 2t / / \ i> * r )

Le rette proiettanti da 0 i tre flessi di una qualunque di queste
cubiche hanno per equazione complessiva

b X a y

Assumendo una di queste rette come retta y =. — x, si ha

(3.3) ^ = -j1.v ' a b

Assumendo inoltre come retta y* := x' quella che ha per coppia
corrispondente in Y la x% — y1 ^^ 0, si ha

a = b;
segue dalla (3.3)

L' elemento cuspidale corrispondente ad una délie rette cuspi-
dali (ad es. la y — 0) è rappresentato parametricamente (parame-
tro x) dalle equazioni

x' = ax% •+- a30x
3 -h- [4]
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Proiettando un punto generico di questo elemento cuspidale
da un punto P(0, — h) délia retta x' = 0 sull' asse se', si ottiene
sopra questo il punto di eoordinata

3 4 , j a** + fflso^8 + m

Nasce cosï fra i punti dell' asse x (appartenenti alP intorno di 0)
e quelli dell'asse x' (appartenenti ail'intorno di 0') una corrispon-
denza O rappresentata dalla (3.4).

La H, qualunque sia il punto P scelto corne centro di proie-
zione, è rappresentata fino ail'intorno del 8° ordine di (0, 0') da

x = ax2 ~h a30x
3 -H [4]

ed è quindi perfettamente individuata, fino a taie intorno, dalla
trasformazione data. La il puö approssimarsi fino ail' intorno del
3° ordine, con le oo1 trasfornaazioni razionali [2, 1], Qo rappresen-
tate, al variare di X, da

a

I punti deir asse x' per cui coincidono i corrispondenti in
sono

sicchè, a prescindere da 0\ si ottiene il punto

al quale corrisponde sull* asse x il punto

(3.5) 1=3.
tt30

Poichè questo punto non dipende dalla particolare trasforma-
zione considerata (in quanto nella (3.5) non compare X), ma solo
dalla T, esso puö assumersi corne punto improprio dell'asse x; si
ha allora

a30 —0.

In niodo del tutto analogo si fissa il punto improprio dell'asse y
e si ha

603 = 0.

Resta in tal modo intrinsecamente determinata la retta impro-
pria del piano TZ-
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Si puö agevolmente caratterizzare anche il punto unità in ir.
Consideriamo, a taie scopo, fra Ie cubiche (3.2), la cublca C che

ha come retta dei flessi la retta impropria del piano.
Poichè la retta dei flessi della generica cubica (3.2) ha V equa-

zione
1 -f- S{kYx -+- \y) = 0 ,

la cubi a C che c'intéressa ha l'equazione

ed ha quindi per flessi i tre punti (1, — e,-, 0) (essendo gli et Ie ra-
dici cubiche delF unità). Le tre tangenti inflessionali hanno Ie
equazioni

da^x -h- §alt£*y — 2as, — 0 (i = l, % 3).

Fra queste rette, quelle relative ai due valori immaginari di
£,•, s'intersecano nel punto U di coordinate

2a 2a

assumendolo

si ha •

corne punto
9 a l t '

( 2

\ 3'

3aI2

9als

= a.

4. Riferimeuti proiettivi intrinseci. — Per ottenere un riferi-
mento intrinseco anche nel piano n' occorre considerare 1' intorno
del 4° ordine di (0, 0').

Scriviamo le equazioni di T fino ail' intorno del 4° ordine di
(0, 0')

x' = ax* -+- axtf -H 3a%yjc?y -H aoZy3 H- a40x
4 H~ 4a31o5% -+-

•4- 6a22x2^2 -4- £alzxyz -i- a04t/
4 H- [5]

y' = ay1 ~h ayx% + 'èbl%yxx -+- b^x* H- 64ÛX4 -H 4631X3?/ H-

-+- 66 3 2 xy H- 4fe13x^3 -+- 6Q4^
4 H- [5].

La corrispondenza fi (n. 3) che puö scriversi ora fino ail' in-
torno del 4° ordine nella forma

xr = ax2 -+- a04x
4 -h [5],

è approssimata fino al predetto intorno dall' unica trasformazione
razionale [2, 1]QO

ax'2
x = — .
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Assumendo corne punto improprio dell'asse x' il punto corri-
spondente in O0 a1 punto improprio dell'asse x, si ha

Analogamente puö fissarsi il punto improprio dell' asse y' e si ha

Il punto unità del piano TC' si puö caratterizzare assumendo
corne punto (1, 0) dell' asse x' il corrispondente, in Ho. dell' ana-
logo punto dell' asse x ; risulta cosï

a = 1.

Con ciö risultano stabiliti in entrambi i piani TT, TT' riferimenti
proiettivi intrinseci. In 1ali riferimenti le equazioni di T hanno
la forma canonica

x' — ic~ -+- xy'2 •+- Satlx^y -t- &O32/3 -t- 4a31x
3^/ -H 6a&ix

2yz -+-

4- [5]

+ [5],

In oui tutti i coefficient! sono invarianti proiettiyi.

5. Due rette iatrinisecamente associate alla trasformazione» —
Oli elementi caspidali

corrispondenti aile rette cuspidali, permettono di individuare due
xette intrinsecamente associate a T.

Riferiamoci, per fissare le idee, all' elemento (5.2).
Era le cubiche arenti in O' una cuspide con tangente y'= 0

(5.3) y'*(l — ux' — vy') — l(x' - py'Y = 0

esistono oo* cubiche aventi incontro 8-punto coll' eleinento (5.2)
in 0'.

Esse si ottengono ponendo nella (5.3)

È cosï intrinsecamente individuata la retta

luogo dei punti di flesso délie oo* cubiche coneiderate.
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Analogamente partendo dall'elemento (5.1) si perviene alla retta

Segue immediatameiite il significato geometrico dei due inva-
rianti

6. Alcune curve assoeiate alla trasformazione. — Una retta
yz=z\x di tb ha per corrispondente in iz' un elemento cuspidale
che ha per tangente in 0' y' = X2x\

II punto generico di tale elemento cuspidale, che si rappresenta
parametricamente con Ie equazioni (parametro x)

x' = x% -+- (a03X
3 -f- X-» -H 3a2[A)x3 -f- [4]

^' = X*x* + (3612X
8 -H X -f- bjx* •+• [4],

viene proiettato dal panto improprio dell'asse y' sopra la retta
y' = X2x' nel punto di coordinate

x' = \*x2 -+- (3&[2X
2 -H X -+-&30)x

3 -+- [4]
2/' = XV.

In tal modo nasce tra la retta y = \x e la retta yf = \lx', una
corrispondenza, rappresentata, nell' intorno di (0, 0') da

x' = l2x2 -+- (36l2X
2 + U 630)x

3 •+- [4],

Tale corrispondenza puö approssimarsi, fino alP intorno del 3&

ordine di (0, 0'), con Ie oo1 trasformazioni razionali [2, 1]

\2x2

1 — ^ x -+- px2

Consideriamo fra queste quella che fa corrispondere a.1 punto
improprio di y = Xx il punto improprio di y' = \%x\ cioè la trasfor-
mazione A (p zzr 0)

I punti della retta y'— Vx' che hanno per oorrispondenti. in A,
punti coincidenti, sono il punto 0' e il punto P'

4X6
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II corrispondente di P ' , in A, è il punto P

— 2X*

S&jgX
2 -+- X -+- 630 *

Al variare di X, il punto P descrive nel suo piano la c u r r a C

2y2 = x2y H- 3bnxy* -\- &30x
3,

mentre il punto P ' descrive in -K' la curva C'

La prima è una cubica cuspidata in 0 con tangente cuspidale
y =r 0. La seconda è una curva algebrica dell' 8° ordine, avente
in 0' un punto 6-plo con* tangenti coincidenti nella y' = 0.

Analogamente partendo dalla retta x = vy e proiettando il
il punto generico del corrispondente elemento cuspidale dal punto
improprio dell' asse x sopra la tangente cuspidale, si perviene
aile due curve C C'

Alle curve C, C. C', C' sono collegate délie configurazioni geo-
metriche che permettono di determinare il significato geonietrico
degli invarianti del 3° ordine di T (?).


