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Identith numeriche.

Nota di GiusEpPE VAROLI (a Bologna).

Santo. - 8¢ stabiliscono identitd numeriche partendo dalla conoscenza di
funzioni inverse di funzioni ordinatrici di funzioni date.

1. F. S1BIRANI in una memoria Sulle funzioni ordinatrici (*) di-
mostra come si possa determinare I’ espressione analitica delle fun-
zioni ordinatrici di alcuni tipi di funzioni; intendendo per funzione
ordinatrice non decrescente (non crescente) di una funzione f(x),
definita in @ 1—1 b ed ivi continua, la funzione ¢(x) non decrescente
{non crescente) nel suddetto intervallo, soddisfacente alla condizione
che la misura dell’insieme dei punti di ar—1 & in cui &

v o(w)<<f

() Cfr. A. N. Lowan, N. Davips, A. LevensoN, Table of the zeros of
Legendre Polynomials of order 1 — 16 and the weight coefficients for Gauss’
Mechanical Quadrature formula, « Bull. of the Amer. Math. Society », 48,
1942, pp. 738-743.

(!} « Memorie dell’Accademia delle Scienze dell’Istituto di Bologna ».

Serie X, Tomo V, 1947-48. Classe di Scienze Fisiche, Sezione delle Scienze
Fisiche e Matematiche.
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St
e

eguagli la misura dell’insieme dei punti in cui &
e =<fle) <38,

qualunque sia la coppia di numeri «, 8.

La conoscenza di funzioni ordinatrici o di funzioni inverse di
funzioni ordinatrici di funzioni date permette di ottenere identithx
numeriche.

2. Consideriamo la funzione

&n _ n _
(1) y=0Cp Ve — V)" (m, » interi positivi)
nell’ intervallo
(p—@* — (p+ g (p=>q

Poiche la (1) assume negli estremi dell’intervallo il valore
(p* — g*)™ e nel suddetto intervallo ha 1’unico massimo y — p*” per
x = p*™. risulta. seguendo F. SiBIrRaNI, che 1’espressione analitica
della funzione inversa della sua funzione ordinatrice non crescente &

x=(p—q"+ ) ( o p =P (p — ,\n/;)k Hhs
= oo \2k + 1 gy
I due integrali
2N m‘ Mo,
(p+ge . _— ( - )(2p) "
[CpVa — Vay"—(p*— ¢*)"jdae = n D~ L) A —
(p—q)*"
[(p + gpmm** —(p — @™ — (p° — V'[P + 9 — (p — @]
pzm
”El 2n ) 2{n—~r)—1 2 - K41y
24 —k)— — is =
k=0(2k+ 1P f(p \y) Y
(pl_q?)m
et op  \m—1 (m s_ 1)pum+n—k—s)—-aqz(k+s>+3
=4m 3 (% )z(—ns - ,
k=0 + 1/ 2(k +s)+ 3

rappresentando I’area di una stessa porzione di piano, sono uguali;
ne deriva I’ identita

. n m m (p + q)in-f*m—fh — (p - q)2n+m+h
2n(2p)" X (— l)k(k> o)y en = m o k)

@) —(P— )+ 9" —(p— 9=

(m s 1)
n—1 12773 m—1 -8 Ak-+s)+3
— 4 2(m-+n) ( > — 1) - (g>
P kEo 2k +1 SEO{ ) 20k + s)+ 3\p
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Per p —=¢q la (2) diventa

(%)
N . 22(:1&4—%)——1% (_ 1)k \ k —
k=0 2n -+~ m + k

—m”£1< o9n )mz—l(_ iy (’ms— 1)

2k + 1/ .5, 20k + 8) + 3"
. L. .
3. Poniamo nella (1) m=z, risulta la funzione

/e n _
3 y:‘/2p\/w——\,w.

La funzione inversa della funzione ordinatrice non crescente
della (3) &

n—1 2”
x=(p—q)" +2 2‘ (2]5 N 1)p2(n—k) 1(p? — g+,
I due integrali
(p+9)*»
(‘/2pr-—\/90— Vp? —q)dw——
(p—a)*»
2n(2p)+12n—1 2120 — h) — 1 /p —q
W=7, 1., 2em=m a otg — arctg Vp T q)
L, 202"V — ¢Ff(p + " —(p —~ q)*"_ (p— a)'"—* (p+g™
2n + 1 (2p)rntt - 2n(2p)*"
2l (p — g —(p+ )" 8 220 —h 1) — 1]
T2 220 — s)(2p)" =t 220 — h + 1)
—Vp'—¢lp+ 9™~ (p — "]
n—1/ 9 "t 2n
2 2 <2k + 1>p2('n—-k)-— j(pz_y ) +1/2dy_ zp‘m—i-l » (‘)k -+ 1)
Vpi- gt
" AR USRS S vk PRy
{5) [(é — arcsen = )hlio Sh W8 A 1)p |

9 2n+1n§1( 2n )k—l qz(h—s)—l Vp2 _ q-z ﬁ 2(k _ m) +1
TP 2k +1),%) " 2k — 8)p"*9 ,,_o2(k — m) + 2’

rappresentando 1’ area di una stessa porzione di piano, sono uguali;
quindi; tenendo conto che

» — ¢ pE— gt
{6) arcth— — arc tg £+Z g——arcsenvpp i’
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si deducono le due identita: -

2n 1220 — h) — 1 ‘”—1( 2n E 20k—h)+1
2’}'I/+1h_0 2n—h k=0 2k -+ 1 h:02(k—h)+2,

l(p +g 7 2p + ) —(p— 9" 2p —q) +

2% + 1
2n—1) (p+@" ' —(p—q) s 22n — h+1)—1
(7) +2np sil (2py oM — s ,21 22n — h 1) } =
i1/ 9 g k=1 g¥k—s 1 s 2k—m)+1 2nq
= 2 (% - 1)+ Dp 2 s m‘lo2(k—m)+2}+ Py

Per p—gq la (7) diventa

9en—1 2An—1) 1 s 22n —h +1)—1
o i [3—}—..%321 2n—3hE 22n — h + 1) ]:

nol/ 2p N[ 1 E=t 1 8 2k—m) 41
—2”*z(2k+1>lk+1+s=0k—sm]loz(k—m)+2]

4. L’ integrale () & stato calcolato mediante la sostituzione
P —1

Yy = psent; calcolandolo mediante la sostituzione y— b~ 1’ si
ottiene
n—1 9 \ z
) _‘ 7@ n 2 1
(8) ck::‘O (219—4—1)102( k)—lj(pz—-y)kf‘ lady =
\/p”—q’
—1/ 29 k—+1
— Qipnt1 ( D2k _
r kzo 2k Fl) 5= ( 1)( )
T p+vu2—qz)k+s2(k+s+1—h)—1 oo — VP — )+
{(2 — arotg 4 D s TR 2 @

n—1 In k41 -1\ k15— lqp \/p g)rts—h—1
4241 th — s+l
o3 (o) S - o (M) 8 s

P2k +s+1—m)—1,
me0 2Ak+s4+1-—m)

+2.3.ngp™.

Mettendo in relazione questo risultato con quello dato dalla (5)
e tenendo conto che

b

© el FVEST s V=
9 2(; —arctg PN o e sen V2L
9) 5 Iy q 5 = arcsen 7

16
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si deducono le due identita:
”—il( 2n )22(k+1)’f§1(~ 1)9(76 +-1\et+s 2k +s+1—h)y—1 —
r=0\2k + 1 =0 S Jp—o 2k+s+1—h)

n—l( on )k 2k —h)+ 1

k— 02k+1 h—02(k_h’)+27
! A%k+1) )
+ )‘ — 1)
(10) 21 (‘zk 1)2 8_10( 1) (

Bl (p— VP — gttt b 2k v s+l—m)—1  (p— \/],T_—qz)m] _
oo (b +s— h)(2p)"+‘—’” meo 2k +s+1—m) | (btrs+1)@pypti|

[P — - ¢ kol ==V, s o ) 4 1
=VP'—¢ 2 <2k + 1)[2(k+1)p?"“‘” + 2 5k —s)p L 3k = m)+2}‘

Per p =g la (10) diventa

n—1 2n E+l (b + 1
& V — S
(11) 3 (g )2 2 = o(" )
[mzs_l 1 h 2(k—+-s+1—m)—1 1 ]_0
heo B+ s—RVE—h = "2k s+ 1—m) (ks L2rreri]

Mettendo infine in relazione il risultato dato dalla (8) con quello
dato dalla (4), e tenendo presente che, dalle (6) (9), risulta subito

m p+\/p2~q\’ V V —q
205 —arctg—— |—=arct ——= —arct
('2 g qa g EVprq
si deducono le due identith :
n—1 k J— —_
(2k2n )2%2(_1)(15—&—1) 12k +s+1—h)—1
Fo—0 +1 o— ne—o 2k~+s-+1—h)

" 2"11—1 22n — h)— 1
2(2’}’1/ ~+ 1) h=0 2n —h ’

)2(11_1)\/1, g [(p +q)*"2p + q) — (p — Q)™ (2p — q) N

9 + 1 2n(2p) "t
2(n~1) (p + @1 —(p—qP"— s 22 —h+1)—1
(12) + 31 2(2n — s)(2p)™— s 2@ —h 1) } -
_nSlr 2m R NLESR!
_Z(2k+1}222(—1)( s )

qlp — V' —@*p+r Biestqlp — VT — gyt B 2ks +1—m)— 1
Ak rst @ T2 2k s — B2 e 2hrs+I—m) |

ngVp*— @ — ¢
2%. p*

Dalla (12), ppr p = g, si ottiene ancora la (11).



