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240 L. GATTESCHI

Una formula asintotica per FPapprossimazione degli zeri
dei polinomi di Legendre.

Nota di Luiect GarrescHI (a Fiienze) (¥).

Sunto.’- Si stabilisce una formula asintotica per il calcolo dell’ r-esimo
zero del polinomio Pn(x) di LEGENDRE quando n=4, [(n+4 2),6] +1=<
=<r'=[n/2] e se ne valuta 1 errore.

Recentemente F. TricoMI in una sua Memoria () ha dato un
metodo per la ricerca degli zeri delle funzioni di cui si conosca
una rappresentazione asintotica, e nme ha fatta applicazione alla
determinazione degli zeri dei polinomi di LEGENDRE.

Noi abbiamo ripresa la questione per la valutazione dell’errore
e siamo giunti al seguente risultato:

Indichi % Ur-esimo zero del polinomio Pu(x) di Legendre, al-
lora, quando sia

n=4. () [”—“g 2]+ lgrg[g!,
vale la seguente formula

. 2n + 7 1
Ry [1 T 220 + 1)(2n + 3)2n + 5)} e
dove
x—COS4T—1n el < o4 ¢)
’ dn + 2 10nt V77

(*) Lavoro eseguito nell’ Istituto Matematico dell’ Universita di Firenze.
(1) F. Tricomi, Sugli zeri delle funzioni di cui si conosce una rappre-
sentazione asintotica, < Annali di Matematica », (4), 26, 1947, pp. 283-300.

(*) Basta riferirci al caso n==4 perche¢ da Py—=1, P,—ux, P, = 3 x? —

2
1 5. 8 - . .
—3 P3:§w —5% gli zeri di P,, P,, P;si ottengono subito elementar-
mente.

(3) Nella sopracitata Memoria & data, per 1'r-esimo zero z,* di P,(x)
la seguente formula

1 _ o 4dr—1
X, = ac,[l —_ W] + O(n 4), (w,,‘ X o) inxe TI:),

che ci sembra debba cosi modificarsi

2n —5H
2(4n? — 1)(2n — 3)

x,* = xr[l — ] + O(n—4).
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1. Si consideri la formula di approssimazione asintotica di
STIELTIES (') per I’m-esimo polinomio di LEGENDRE P,(cos%) e si
prenda per valore approssimato la somma dei primi tre termini.

Avremo
4(2n)!!

P,(cos 3) = L F4(3)

=(2n + 1)!! (2 sen ¥)?
con

3)3 3 g
~$ 1 1 0083 n + é, —171:
+§ —+

. 1) id
1) f‘u(i’)—-COS%("’"—Q,a’—Z 2n + 3 2sen s

e kW
COS;%—*—Q —171'

1-3 1.3 Ps
T 9120 30 + 5) Tsen’s + Bqf3),
2) | B < Cabll 2 0<s
@ 1B <97 6@ si2n + Bin +.7) @sensp 0 =T <™
Posto,
o5~ 3]
W t 13 ﬂ:{ 3'—COS n+2 —471' )
g =cos|(n + 5 —31 g0 = o ,
I
3) cos ) (m +5)5 — g7 '
gs(%) = senzy ?
" — In? _ 1
' “=oem+3) “TRRn+3@n+5)’ T 2w
la (1) diviene
4) ful3) = go(‘.‘J) + 0,0,(3) + @,g5(3)Ju? + By(3).

Per la formula di TAYLOR arrestata alla derivata terza abbiamo

V(S + 0,3

Gol™ + 13w + v,(3pr] = g(3) + 11 90'(3) +
NICTESYC S PR CYC RS e

con § compreso fra S e ¥ + v (M) 4+ v, (Il

(!) T. J. STIELTIES. Sur les polynomes de Legendre, « Ann. Fac. Sciences
de Toulose », 4, 1890, pp. 1-17; Oeuvres, II, pp. 236-252.

Cfr. anche G. SANSONE, Sviluppi in serie di funzioni ortogonali, 2 ed.,
Bologna, 1946, p. 188.
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Posto

_ . 9 9:(%) a,’[9,(3)1°g,
{5) W) =gy = g e T T o ] ’

risulta
6)  go[ + V(P + v, (Ip?] = go(3) + 0,9,(FNp + a,9,(F)p* + H(3)
<on

@ HE) = vz, (g, @t -+ LS g e o Lo 2 0ET iy

2. Zeri di go[S + vy + vy(Y)p?]. Siano ¥
zeri di g,(%), si abbia cioé

r=1,2,.., n) gli

r?s

_41’—1
TIn+27 -

&)

allora, se ,* & tale che

(r=1 2,.., n);

(82) 3"* + ”0(3»*).“* -+ ’vl(jr*)y’e = 3‘r' N
risulta anche .
Gol 3% + v (3, F)u 4+ 0,(3,¥)ut] = 0.
Da
S‘r* = 3' - ”o(sr*)f“ - ,vl(%r*)y‘?

abbiamo, per il teorema degli accrescimenti finiti,
Vi(3,%) = 0y(3,) — [0o(3 ¥ + 2,(3, 90, (3,),
con ¥, compreso fra 3,* e ¥ ; quindi

(3,5 = 0,(3, )02 — H,(3)

con
©) H (%) = 2oy, 9p -+ 0,390 10, ,)
Analogamente
v 37-*5“ -+ v 31‘*)\U‘2 12 % 37*‘“‘4_@ Sr*x i 1" =
o) = ) — 2O DO o) | E T BT ),

con %, compreso fra 3,%* e 3, da cui

Vo(3,)ix
'vo(gr*)!"' = 1 +0 5"@0,(37) - Hz(ﬁ),
dove abbiamo posto

— S ¥ e =
(10) B = ooy | RGP o 6 ) — o s

Risulta allora
,00 (37)”?

3=y —
S T T e, ()

— 03,0 + Hy\(3) + Hy(3),
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e se poniamo anche

— 3o G
(1) B =— 307
st ha

(12) 3% =3, — 0,3, )0 + [05(3,)00'(3,) — 0,(3.)]p* + H\(3) + Hy(3) + Hy(%).

Effettuando i relativi calcoli si trova

1
1) g =—(0(nrg),  18) 9/EI=0,
1 3
(13,) 9y"(5) = (— 1+ (% + é) ;
— 1yt 1
(14,) g ==L,

3 s .
—\® +g5)sen 3, — CO8* T,
r=+1

(142) gll(%r) = (_ 1) sen?® 3, ’
(15) 0:(5,) = (— 1)+ 2 cotg 3,
_ —mcotgs,
(16,) %) = G 1w+ 3)°
e n ncotg* 3y,

(162) Yy (3,) - 2(271, -+ 1) + (2% -+ 1)(2% —+ 3) ’

_ . T 9 cotg %, .
17 v,(3,) = 2(2n + 1)(2n + 3)(2n + 5)’

e sostituendo nella (12), posto

. -- cotg®s,
(18) H) = fom s 1en 31
— cotg s,
(19) Hy) = 55, = 1)*2n + 3)2n + 5)’

51 ottiene per r=1, 2,..., »

2n + 7
(27 + 1)(2n + 3)(2n +b) _
K (3)= H\(3) + Hy%) + Hy(>) + H(3) + Hy(»).

{20) 34 =%, +3 cotg ¥, + K (%),

3, Limitazioni di 3.% e di K(3), H(3). Ry(>) per

10”+°}_1 ed n>4

(1) —= |

w+ 2
e

ostriamo preliminarmente che, nell’ipotesi (21), vale per %*
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la limitazione

O I
@) S<nt<n gy
B infatti, come facilmente si prova,

sr -+ ’Uo(ifr)y. + @1(31')("‘2 < 31‘ >

N s T ™ -
—_— 2] — g e 2 >,
’+4n+2+’°<3r+4n+2)'“+”*( r+4n+2)*‘ = 3

esiste quindi un valore %.* in (5,, 3, + n/(4n + 2)) che soddisfa
alla (22) e per il quale si ha

24

3 4 03 0, (3,5t =3
Dalla (22) risulta

e

sen

@3) <n+%)3,*—2”>%§.

e abbiamo anche

1 5 5y w
(24) sen s > 39 cotg> < Y3 per 3"<3<3"+m‘

Tenuto conto della (23) e della (24) si trova
V2

2n

[oy(3.%) | < | 0,33 <

Essendo, come abbiamo detto nel n. 2, S, e I, compresi fra >,

e 3% valgono per seng,., cotg §r, sen §r, cotg E:sr le stesse limita-
zioni (23), (24) e si ha, per n >4,

= 5 IIE 1 1 ’ 1
[0/E)<BV2, |0 (R)| <10m, [of5) | < g, [93)] <3,
7 4 3 1
VHG) | <gpis [HB) | <gn+ g5 (HE)| <ggu
3V3 1
1H4(3)" <‘m—4 H st(Ef) | < 1604’
quindi
b)
(25) [ K <g,

Si hanno inoltre per H(S) e R, (Y) le limitazioni
75
B <sign a@n w 5@n + 1)

(26) |H(®) | <

(27)
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4. Posto
(28) 9(%) = go(3) + a,9,(S)x + @yg,y(3)e?,
si ottiene
29 g’(%’):Acosg(fn+;)3—-£i——Bsen%(n+;>3—£€,
dove
1 ) ) cotg > 9 cotg®y
(B0)  A=gootgS+ o8 YV 16@n + En T 5)
9 cotg
T 16(2n + 3)(2n + b)’
g1 1 9
=Te T8t "
1 9 9 ] bots
* i@ +-3)  642n + 3) " 82n + 3)2n + b)) OB
e, quando
. 42 — 1 —¢
3y<§<5,+m, cioe 3:——mﬂ:, O<Ce<<1,

risulta
A >0, B>0

-

=i A

f:(—l)*senzw, seng(n +%)B—

]

cos ;(fn,—!,—él)‘:s —

=(—1y*icos .

Abbiamo allora

|g’(3)|:Asen§n+BcosZ—tw>B}—2/2,
quindi B
. , 8n +5V2
(31) lg®) > —g— 5 -

Si ha inoltre nello stesso intervallo (%,, 3, + w/(4n + 2)) per n >4

(32) fgG) | <n +1.

S, +

5. Esistenza di uno zero 3.0 di g(3) mell intervallo (S,., S,

+ n/(4n + 2)).
Tenendo presenti la (14,) e la (15) si ha
__(=1y*cotgs, 9 ]
95 ="48n + 3) il * @0+ 5))°
ed osservando che &

cos%<n+ %)(57“"4@7{?5) ——-zg
SGn’(')’b—i—%)(ﬁr—i— L)—E%Z(—l)’+‘%,

4n + 2
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abbiamo
T
9(3‘ + m) — (=1 ’“l/g C,
con
. T
1 1 —cotg(zr—t—4————n+2)_
- 4(2n + 3) 4(2u + 3)

ki k3
o oote? (5 + ga) = 1+ 2 oot (5 + 77|
322n + 3)2n + 5) >0
Ne segue

T
g(®), - 9(37 + m) <0

ed esiste allora almeno wuno zero % di g¢(3) mnell’intervallo
(%, 9,4+ 7/(4n + 2)).

6. Limitazione di g(3) met punti s, e S, + n/(dn + 2), e limitazione
di |5,%—3%°].
Da
4r —1

S = 2n + 1

l\')l:l

segue che per » pari, » =2k, e qualunque sia r, & (4r — 1)/2n+ 1)1,
mentre per » dispari, n =2k + 1, & (4r — 1)/(2n + 1) per r—[n/2] + 1.
Si escluda quest’ ultimo caso, cioé si prenda

(83) r=ly),

risulta allora

T

™
2n+1>2n+1’

cotg 5, > tg

€ ne segue

™
(34, 196G > fon =T + 3)°
n 232
(34) o+ 7s) | = B

Possiamo ora migliorare la limitazione degli zeri %.° di g(%)
compresi in (3,, S, + n/(4n + 2)). Infatti, essendo

95) =, —399F), con 3 <IFIES
dalla (34,) e dalla (32) abbiamo

kid
4(2n + 1)2n + 3)

< |5, —=3,°(n+1),
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da cui
i
o ___ i
ST 480w En + S)in 1)
Analogamente

T g \ T
—_— ) — X 0 > 0 = —

9(3’+4n+2)'_(3"+4n+2 irV)g(?—_)’ r <?—_<$"+4n+2’
e dalla (34,) e dalla (32) segue

232 /. T .

a8 < (* TR i‘r")("' +1,
cioé ~

T e 2BV2
T I 3T T I8+ 1)

e quindi per tutti gli zeri di g(3) compresi in (%,, 3, + ©/(4dn + 2)),
[uno almeno esistente per il n. 5], vale la limitazione

35) ¥ T 3,0 <y ki 23 V2
B) S D Ym ) ~ > <t I 3T Ba 1)

Riprendiamo ora la (6) che, per la posizione (28), diviene

gul¥ + o3 + 0,37 = g5 + H(3)

e si ha ’
Gol™ —+ 14(3)p + 1 (= — 3¢,y + H 3),

con %, compreso fra ¥ e ¥,°%
Si ha allora che, se

(min. | g'(5)])+ |3 — %, | — max- - | H(z)| > 0,

ed anche per la (31) e la (26) se
5V2
) P S
|5 == 1> sgn 5y
esiste almeno un 3, in (3,°— 5V2/2n%8n + 5), ,°+ 5V 2/2n%8n + 5))
che annulla g [¥ + vy(3)e + 0,(3)p*].

Poiche & per n >4

5V n 5V2 - 231/2
20%8n +5) ~ 42n + 1)(2n + 3)n+1)" 2n¥8n -+ 5) T 48(n +- 1)’

abbiamo dalla (35) che lo zero ,* cade in (¥,, S, + ©/(4n + 2)).
Posto

b= 3,5 4 03,5 + v, (5,9)u% o
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si ha
V2 3VE 4r—5 n V2 3V3
L> " Amt 8nd — Em e+ 2 =1 l’<3"+4n+2+m+ 8% <
4r + 3
< dn 1+ 2" = Spans

ne viene che essendo g[3,% + vy(3,*u + v,(F,¥u] =0 &
3,5 4 03, F)ue 4+ 0,5, F)pP =5,
e si pud assumere nel n. 2 3 * =3 * e sussiste percid la limitazione

512
e 0 P —
(36) _ |35 =50 < 2n%8n + b)’
7. Esistenza di uno zero 0, di £.(3) in (3, 5, + 7/4n + 2)) e li-
mitazione di | O, — 31|,
Essendo
[AR) = g(3) + By(3),

ed assumendo la .g(ir) valori di segno opposto agli estremi dell’in-
tervallo (S,, 3, + w/(4n +- 2)), [n. 5], 1’ esistenza di uno zero di f (%)
in tale intervallo ci viene assicurata in quanto &, per n >4 e

[ + 2)/6] + 1 <<r < [n/2],
[gGI > 1 RB(3,) |, 19, +n/(dn + 2) | > | By(s + =/(4n + 2)) |,

le quali per le (34) e la (27) equivalgono rispettivamente a

7 75
iPn X 1) + 3) — 2P0 + 3)@n + 5)@n + 1)’
23V3 - 75

I8 T P2+ 3)@n + B)@n + 1)
Indicando allora con O, 1’r-esimo zero di f,(3) cioe di P,(cos %)
vale la limifazione
%
QJ (')

2
. n=4 e P—@—t—l+1<1~.g
L

4r — 1
T <O

. 4r
BN et <O <o 6

(*) La limitazione di MARKOFF-STIELTIES
r—1/2
n

<8, << —— (‘r == 17 27 ey [”/21))

n -+ 1
comprende la (37) del testo.

Ctfr. G. Szeed. Orthogonal Polynomiols, « Amer. Math. Soe. Coll. Publ. »,
XXIII, (New York,*1939), p. 118.
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Poiche 3.° & uno zero di g(%) si ha
f5) = (5 — 5,99'3,") + By()
con ¥, compreso fra 5 e 3.° e allora, se
(min. [g'(®) )+ |3 —3,°| — max. | By(3)| > 0,
od anche per la (31) e la (27) se

- 75 . 16
15 =51 > Gen 8@+ 5en + 1) V2@8n + 5)’

esiste almeno uno zero © di f.(3) nell’intervallo

So B V2
( " (20 + 3 (2n + 5)(2n + 7)(8n + B)’
Lo 75 V2

r (2% + 3)(2n + 5)2n + 7)(8n + 5)) ’

HEssendo inoltre, per n =>4,
75V2 4 =
@n + 3)2n +5)i2n + T)8n +5) — 42n + 1)@n + B)n + 1)’

BV 2 23 V2
(@n + 3)(2n + 5)2n + T)(8n + b) S Bn 1)’

questo zero ® di f.(3) cade, per la (35), in (3,, 5, + ©/(4n + 2)).
E poiché per la (37) ®, & Vunico zero di f,(3) nell’intervallo
(3,, 5, +=/(4n + 2)), si ha ® = O, e sussiste percid la limitazione
75V 2 7%YV2
(2n + 3)(2n + 5)(2n + 7)8n + b) < ot

38 10,—06,<

8. Formule asintoliche per gli zeri di P, (cos ).
Dalla (36) e dalla (38) abbiamo

5V2 BYV2
MP®n + b) | 2ot

10, — 0% <
e per la (20)
2n + 7

#9) O =%+ 5o 1) on + 3)2n + 5) 08 T + %
con

n+ 2 n . , 47
n=4, [—6—} +1£¢”£[§], 18] <10, — % + | k(3)| < {omi*

Se ora pomniamo
9 — —
cos O, =%, cos ¥, = x,,
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la (39) per n =4, [(r + 2)/6] + 1 << r<<[n/2], valutando il secondo
membro con la formula di TAYLOR arrestata alle derivate seconde
da

. 20 + 7
(40,) L= w,[i T 3@n + DiZn + 3@ + 5)] el
con .
o Bsem S 1 (2n + 7) cotg %, Nk
e= r T 3|98+ 11@n + 3)@n +5) + °} cost (3, <90
e percid
‘ 54
(40,) lei << 1074

Se applichiamo la (40,) al calcolo dello zero &, di P, (x) troviamo
0,61779 < &, < 0,61797,

mentre tl valore con 5 cifre decimali esatte & £, — 0,61787..., (}).



