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SEZIONE SCIENTIFICA
PICCOLE NOTE

Su una disuguaglianza di P. Turédn relativa ai polinomi
di Legendre.

Nota di GiovaNNI SANSONE (a Firenze).

Sunto : Si da una nuova dimostrazione di una disuguaglianza di P. TURAN
e st perfeziona il risultato stabilendo uma limitazione piiu forte.

1. Sia |P.@)!, Pya)=1, P,a)=2""(1/n)[d"@=*— 1)"/dz"],
{» =1, ..) la successione dei polinomi di LEGENDRE. P. TURAN ha
comunicato a G. SzEed che per i polinomi P,(x) sussiste la se-
guente disuguaglianza

(1) An(x) = [Pn(x)l? - Pn—l(x)Pn+1(x) = 09 n= 17 — 1< = 1;

di cui quest’ ultimo Autore ha dato quattro brevi ed eleganti di-
mostrazioni (') fondate rispettivamente su un’ espressione integrale
di A,(x) ottenuta con la formula integrale di MEHLER, sulla rap-
presentazione di A (x) linearmente per i polinomi P,(x), sulla. re-
lazione

7 P

2" = e**J (1 — a®)li%]
n=0

dove J, & la funzione di BesseEL di ordine 0, e¢ infine sulla rela-
zione

n " . . l+axz
P,+ ( 1) P(x)z+... + (”) P, (x)e"=(1 + 22z +z%)"2P, [m}

(1) G. SzeGO: On an inequality of P. TURAN concerning LEGENDRE
Dolynomials, « Bull. of. the Am. Math. Soc. » 54(1948), pp. 401.-405.
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222 G. SANSUNE

Ci proponiamo in questa nota, con 1’uso delle piu semplici
proprieta dei polinomi di LEGENDRE, provare che sussiste la disu-
guaglianza

1
2
2) (1—xZ)An(x)>%[[Pn(w)dx} , =1, —l<x<i,

dalla quale segue senz altro la (1).

Essendo A (x) nn polinomio pari in x, di grado 2%, basterad li-
mitarci ai valori di « in (0, 1), 0 <Cax << 1.

B facile verificare che sussiste 1’ identita

1 L
2
@) (= a8, @) — 3 [ ot o)de — 5| [P, @ [=0.
x x
Essa & vera infatti per x =1 [x = — 1] e derivando, bastera
allora provare che
1
) (1 — 2, (@) + 28, (@) + P,(@) [ P,(@)de =
Si ha (9 *
1
1—a® dP, 1 _
) an+1) do —an(m)dx = 5 4 i [FPn — Pul =
) @
1
=y P — 2P,

e la (4) diventa

(1—a)[2P, P, — P, \P,y, — P, \P,_]+x[P?*—P P+

n—1

-+ [Po—y —2P,]=0,

nw+1
e poichée per la (5) & (1 — 2} P, =n(P,—, — «P,) si ha
(6) 2np, [Pn* va] "_(”+I)Pn-—l [Pn—an+l]—(n_1)Pn+l[P"—z—

P
- an—x] + x[P - P11—1Pn+l] -+ ,n—_:T [Pn—-l - m13"] =0,

ma (})) — (w—1) P,_,—=nP,— (2n—1)xP,_,, e percid la (6) riducendo
e dividendo per nP,/(n + 1) da 1 identitdh »nP,_, — 2» + 1)xP, +
+®m+1)P,,,=0.

Ora A,(1)=0, A" (1) =2P" (1) — P, ., (1) — P’,_,(1) = — 1, percid

(?) Cfr. G. SaNsSONE: Sviluppi in serie di funzioni ortogonali, (22 ed_.,
Bologna, 1946), p. 159, [ (14, (13)].
(3) Cfr. G. SANSONE, op. cit. in (), p. 168, [(13)].
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per k positivo e sufficientemente piceolo quando 1 —h<x <1
risulta A,(x) > 0. La (3) ci da allora A (x)>0 per 0 <<ax << 1: in-
fatti se fosse « il primo zero a sinistra di 1 in (0, 1) di A,(x), si
avrebbe A, (x)>0 per x <<ax <1, e dalla (3) si avrebbe

1 1

31 zA,(x)da + % [ / P, (x)dx ]2= 0,

2 @
che & assurda.

Essendo A(x) > 0 dalla (3) segue la (2).

2. B facile dare una limitazione per A (x). Si ha infatti a mo-
tivo delle 4) e (5),

[An(x) +  2al®) l P, (w)}P’, (%)

S +1) | = 2@+ ey =

1
, 1
= 8,0) + T 2o [ P = — 2 6w,

e la funzione A, (x)+ P? (x)/2n(n + 1) & decrescente in (0 1), e
percid la limitazione

-Pzn(o) - P:u(w) 1— PQ’I(x)
@ MO T M > g, ) > O

O<iz| <1, n=>1.




