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SEZIONE SCIENTIFICA
PICGOLE NOTE

Su una disuguaglianza di P. Turan relativa ai polinomi
di Legen dre.

Nota di GriovAisrNi SANSONE (a Firenze).

"Suuto : Si dà una nuova dimostrazione di una disuguaglianza di P. TURAN
e si perfesiona il risultato stabilendo una limitazione più forte.

1. Sia ' | PH(x) | , . P0(oi) = 1,
in ^=1, ...) la successione dei polinomi di LEGKENDBE. P . TUBÀN ha
comunicato a G. SZEGÖ che per i polinomi Pn(x) sussiste la se-
guente disuguaglianza

.(1) A„(X) = [Pn(x)f - Pn-^Wn+Ax) > 0, n > 1, - 1 < » ̂  1,

di cui quest' ultimo Autore ha dato quattro brevi ed eleganti di-
mostrazioni (l) fondate rispettivamente su un' espressione integrale
di A„(#) ottenuta con la formula integrale di MEHLER, sulla rap-
presentazione di An(as) linearmente per i polinomi Pn(x)9 sulla re-
lazione

2 ^ ^ zn =

dove Jo è la funzione di BESSEL di ordine 0, e infine sulla rela-
zione

(*) Gr. SZEGO : On an inequality of P. TUKÀN concerning IJEGENDRE
jvolynomials, « Buil. of. the Am. Math. Soc. » 54(1948), pp. 401-405.



2 2 2 G. SANSONE

Ci proponiamo in questa nota, con l'uso délie più sem.pli.oi
proprietà dei polinonii di LEGEKDRE, provare che sussiste la disu-
guaglianza

(2) (1 - x*frn{x)> \f fpn(x)dx J, n>\, — 1 < x < 1,
sr*

dalla quale segue senz' altro la (1).
Essendo &n(x) un polinomio pari in x, di grado 2n, basterà li~

mitarci ai valori di x in (0, 1), 0 < x < 1.
È facile verificare che sussiste 1' identità

= 0.

1

ae x

Essa è vera infatti per x = 1 [x = — 1] e derivando, basterà
allora provare che

1

(4) (1 - x*)Vn{x) H- x\n(x) + Pn(x) fPn(x)dx = 0.

Si ha {*)
i

e la (4) diventa

(1 - a*) [2PnP'n - Pn-,P'n+l - P ) l

e poichè per la (5| è (t — x2) P'n = n(P„_, - a;P„) si ha

(6) 2nP,. [ P . - . - a s P ^ - C n + l J P ^ [ P W - * P H + J - ( » -

- »Pn_J H a;[Pn
2 - Pn-.P,,^,] H- ̂ j - [P,,-! - xP„] = 0,

ma (J) — (% — 1) P„_s = nPn — {2n—l)a5P,,_,, e perciö la (6) riducendo-
e dividendo per nPJ(n -i- 1) dà l'identità »P„_, — (2n -+- l)xPn •+-

Ora A,,(l) = 0, A'Jl) = 2P'U(1) _ P'M+l(l) - P'^-^l) = - 1, perciè

(*) Cfr. G-. SANSONE : Sviluppi in serie di funsioni ortogonali, (2a ed.j.
Bologna, 1946), p. 159, [(14^ (13)].

(3) Ofr. a. SANSONE, op. cit. in (*), p. 158, [(13)].



SU UXA DISUGUAGLIANZA DI P . TURÀN RELATIVA AI POLINOAII Dl LEGENDRE 2 2 3

per h positivo e suf f icientemente piccolo quando 1 — h <ac <T 1
risulta A„(x) > 0. La (3) ci dà allora &n(x) > 0 per 0 < a ; < 1: in-
fatti se fosse a il primo zero a sinistra di 1 in (0, 1) di An(as), si
avrebbe AB(x) ;> 0 per a < x <; 1, e dalla (3) si avrebbe

i i

sfxàn(x)dx -h g [ fpn(x)dx JU 0,
che è assurda.

Bssendo à(x) > 0 dalla (3) segue la (2).

2. Ê facile dare una limitazione per An(ar). Si ha infatti a mo-
tivo delle i4) e (5),

i

e la funzione A„(.JÜ) -t- P2
n(x)l2n(n H- 1) è decrescente in (0y 1),

perciö la limitazione

0 < i x | < 1, n > 1.


