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Alcune osservazioni sulla ïnterpolazione
delle funzioni discontinue.

Nota di LTJIGI M E R L I (a Firenze) (*).

Sniito. - Si stucha il comportamento di una classe di polinomi di interpo'
lazione di una funzione continua nelV mtervallo (— 1, 1), che nelVori-
gine abbia una discontinuité di prima specie, allo scopo di indagare
la présenta del fenomeno di G-IBBS, analogamente a quanto avviene per
Ie serie trigonometriche di FOURIER e per alcuni sviluppi in serie di
fun&ioni ortogonali.

1. Ricordiamo ehe assegnata una funzione f(x) definita in (— 1, 1)
ed una successione di ascisse } xh

(n) ï, k = 1, 2, . . . , n, se la si inter-
pola col polinomio di HEBMITE (1),

(1) fitn-i(*) = s t(xk™]hh<*Hx)t

dove

con
(3)

e

se la successione \ xk
m \ è data dagli zeri del polinomio di TCHE-

BTCHEJFF di prima specie, o>n(x) — cos n^s. x — cos S. xk = cos 1$k,
2fc - l

&̂ = —g-—•-TT, fc — 1, 2 -w, si ha nniformemente, qualuuqne sia

la funzione / (x) continua in (— 1, 1),

(5) lim Hin_Jx} — f(x), (2).
n—^oo

Si consideri invece una funzione f(x) continua in (— 1, 1|,
salvo nell'origine ove présenta una discontinuità di prima specie

(*) Lavoro eseguito nell'Istituto Matematico dell'Università di Firenze.
|A) Cfr. per le notazioni per es. L. MBRLI: BecenU risultaU sulla con-

vergenea dei polinomi di interpolazione di Lagrange e di Hermite. « Gior-
nale Ist. It. Attuari », XI. 1, (1940), pp. 1-12.

(2) Cfr. Gr. SANSONE : Moderna teoria delle funzioni di variabile reale.
parte 2a. Zanichelli, Bologna; (1946) pag. 398.
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e sia inoltre f(O) = 0. Costruiamorre il relatiTO polinomio interpo-
lante di HERMITE prendendo come punti fondamental! gli zeri del
polinomio di TGHEBYCHEFF di prima specie, e sia n = 4r -+- 1. In-
dicando per brevità con Hr(x) tale polinomio, avente il grado
8r -f- 1, si avrà

(6) Ht(x)=%fW)hh«»(x) -iïtf(xh<»W\x).
ter l fc=2r+2

Yogliamo f ar vedere che, in ogni caso, per qualimque intervallo
escludente l'origine, si ha ancora uniformemente

lim H,(x) = f(x).
r — *• oo

Useremo per questo il procedimento di FEJER (3). Essendo, nel no-
stro caso,

(7)

sarà

Sia ora 0 < § < x ^ l e sia s an numero- positivo arbitrario :
per l'uniforme continuità di CAXTOR potremo determinare corri-
spondentemente un s tale che se x' ed x" sono due punti qualun-
que in (8, 1), tali che che | x —x" ' ^ s, risulti | f(x') — f fa") | < iy-

Fiasato un pnnto x qualunque di (2, 1). si ha

| f(x) - Hr(x) | ̂  12 \f(x) - f(xk")] ht<-\x) | +Ts \f[x) - ƒ( V>)1 W\x), ^
k l fc22

/ W ' ) 1 fe»(-'(*) "H 2" « ƒ(*) - f (X4«'>) K<'\X) -4-

se 2' indica la somma estesa a tutti i punti tali che | x — xk
{r) < t

e 2" la somma estesa a tutti gli al tri punti x£r).
Sarà (4)

2' | f fa) - f (aïA<̂  fc/'>(aï) < er 2 hk^fa) < ^2 fc^-^) - a ;
fc—1 fc=-l te=l

d'altra parte, indicando con M il massimo del valore assoluto di

(3) Ofr. L. FIÏJBR: Über Weierstrasscke Approximations besonders durch
Hermiteschen Interpolation. « Math: Ann. ». 102, (1930), pp. 707-725.
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f{x), i n ( - 1 , 1),

2r

l) 8-flf

per cui
SM

\f(x)-Hr(x) ^ ^ ^ ( l ^ n

e da questa, per l'arbitrarietà di <r, quando r — oo, segue la (5), per
tutti uli x per cui è 0 < S < a : < l .

Analogamente^si ragiona per — 1 <x< — S < 0, (S > 0).

2. Togliamo ora studiare il comportamento di Ht(x), per r —oo,
ne 1' intorno dell' origine, analogatnente a quanto si fa nel caso
delle serie trigonometriche di EOURIER e per alcuni sviluppi in
serie di funzioni ortogonali (5) : per una funzione particolare pro-
reremo l' esistenza di un fenomeno analogo a quello di G-IBBS per
il caso delle serie trigonometriche di FOTJRIEB.

Consideriamo la funzione ƒ(#) — x jx per #4=0» /(O) = e
studiamo il comportamento, nell' intorno delP origine, del ielativo
polinomio di HEEMITE:

2r 4r+l
(8) Hr(x) = 2 hh

if ^x) - 2
fc=l fc2

Osserriamo in primo luogo che è
2r

l—Ht(x)=l-2 hh
(> >

tel

per cui tenuto conto che è 2 hk
(t)(x) s= 1, sarà

i - j ^ a , ) = fc|f ^>\X) + 2 2 fc4
fc=2+2

per cui risulterà, ricordando che è hh
(t){x)

(9) Hr(x)^l.

f4) Si tenga presente che è S hh
ir)(x) z= 1. Cfr. nota (*), loc. cit., pag. 5.

(5f Ctr. IJ. TONBLLI : Serte tngonometrtche. Zanichelli, Bologna,
MCMXXYIII, pp. 367-361.
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Analogamente, essendo

1 -+- HJLx) = h2r^(x) + 2 2 hk™(x),

si avrà
1 -4- iïr(x| ^ 0,

da cui
(9') H r ( x ) > - 1 .

Si vede cosï ohe il polinomio interpolante resta compreso nella
striscia limitata dalle ordinate - 1 e -+- 1, in tutto Pintervallo
— l ^ a r < l .

Si osservi ora che è Hf
r(Q) = if',(0) ~ 0.

Infatti dalla (8). derivando una prima volta, tenuto conto della
(7), si ha

2r 4r-Hl

H'r(x) = 2 h'f\x) - 2 h'^ix),
fr=l fr=2r+2

ed essendo
feV»*>(0> = 0s segue ir.,(0) = 0.

Derivando ancora si ha

H"r(x) — 2 h'\lrHx) — 2 fc'^^V*).

ed essendo

t e n u t o c o n t o c h e è o/ r(0) — ( 4 r -+- i ) 2 , s a r à

2r 4rH-l

S 2 TT

2
COS2 TT/I 7Î * ^ * c°8

2(4r + 1)
T T / I 7 Î * ^ * c ° 8 2Î71
2(4r -+- 1) /c=2*-+2 2(4r •

= o .

D'altra parte H'r(x) deve annullarsi nei 2r pnnti. a destra del-
l'origine, cc,, x%i... , xlrJ dove il polinomio raggiunge il valore
massimo 1 e nei 2r punti a sinistra delP origine, xir±t, &srh9* — i
xér*-i * ^ove assume il valore minimo — 1 ; H'r(x) dovrà quindi
annullarsi in altri 4r* — 2 punti rispettivamente compresi negli
intervalli (a;,, x8), (»,, x3),.... (%_ n x2r) ed (^Sr+2, xSr+t),..., (xir,
X4t-hi)j ci°è in totale in Sr — 1 punti. Ma il polinomio Hr(x) ha il
grado 8r-t-l ed essendo H 'r(0) = H"r(0). il polinomio avrà nel-
Torigine un punto di flesso. Non esisteranno quindi punti in cui
H%'(x) risulta uguale a zero^ compresi rispettivamente negli inter-

li (<Bïr+f, 0) ed (0, xir).
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Abbiamo quindi che a destra dell1 origine il polinomio Hr(x)
ha costantemente il massimo uguale ad 1, nei punti di ascissa
x1? x8,..., x%r e quindi per r-*oo il massimo tende ad 1, tendendo
xtr a zero per r —^oo. Analogamente per i minimi a sinistra del-
l'origine. L7 andamento del polinomio sarà quindi quello ândicato
dalla figura :

\

\ 1

1
1

!A

I
1

A i

lAï

/f\

tl ^

- i

Analizziamo ora il comportamento dei minimi, a destra delPori-
gine. quando r — oo. Consideriamo a taie scopo il primo intervallo,
t'ra due zeri consécutive a destra dell'origine, cioè il tratto com-
preso tra xu ed x 2 r_j . Assumendo Hr{x) il valore 1 agli estremi
del tratto, esso assumera il suo valore minimo in un punto

xu-tr = cos ôr_,r, con 6t

e tal e minimo sarà dato da

2{2r - tr) —
~ 2(4r -f- 1)

(10)
fc=l

| |_ ,.

Dovremo studiare quindi lim Hr(xu_h ). ProA^eremo intanto che è

in»
4r-+l

lim 2 = 0.

Si ha infatti :

4f+-l
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4*4-1 1 1

costante assoluta indipendente da r. Si ha cosï.

( a ; * ' - ' ' ) (4r 4- IV TT2 » _2, , 3 [2(2r - /r) - 1 - (2fc - 1)]J ~

- ^ ^ 2 ^ < C ' b ) ' ^ ' - ^ - c o n C'

costante assoluta, indipendente dar. Ma per r—•oo. xti —t , essendo

compreso tra ccj, ed x t,_,3 tende a zero ed è anehe lim wt
2(x8r_,r) = 0,

da cui segue la (11) e quindi

(12) \imHr(xit^u)ï>0.

Proveremo ora che se- xt,~t è un punto compreso tra xu ed
xv~i B precisamente della forma xtr~t ^^ cos 6Jt—,, doye

2(2r - f) - 1
2 ' - ' ~" 24

con i fissato, indipendentemente da r, e compreso tra 0 ed 1, è

T18)
e quindi

da cui, per la (12),

(14)

Con la stessa dimostrazione adoperata per la (11) si ha

lim
^ * oo fc=2r

con l fissato; indipendentemente da r, e sussisterà la (13) se pro-
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Yeremo che è

lün 2 Vr>(**r

Bipetendo il ragionamento précédente, osserviamo che è

eon C" costante assoluta indipendente da r, ed essendo t ftssato
indipendentemente da r e O < t < 1, sarà ancora

lim 2 fck^^) - O,
r —* oo k~X

da cui segue la (13) e quindi la (14).
La stessa dimostrazione fatta -per P intervalle) (x%r, xt1._,), vale

se consideriamo i valori di Hr(x) quando x varia tra (xtr-i, x%r_x—x)
con l fisso.

Possiamo quindi concludere che, mentre per Ie serie di Foxr-
KiER i massimi di sn(x), alla destra dell' origine, tendono ad un
limite che è maggtore di 1 ed sn(x) compie delle oscillazioni attorno
alla retta y = 1, i polinomi di interpolazipne considerati compiono
essi pure delle oscillazioni mantenendosi perd sempre < l e mentre
i massimi si mantengono costantemente uguali ad 1, i minimi ten-
dono allo zero, per r —*• oo.

Analogamente si studia il comportamento alla sinistra dell'ori-
gine.

Question e Proposta.

Si dia una soluzione in numeri interi delle equazioni

A* ¥ B2=C2~hD2 = Et-h F2

A3 -h B*~ C8 ~hD* = Es + F*
A. MOESSNER.

Il Dr, Afredo Moessner, (13 a) Gunzenhausen (Germania-Bavieraj
Altes Schïilhaus, prega i cultori di problemi diofantei e di teoria
dei numeri di comunicargli il lor o indirizzo.


