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140 L. MERLIL

Alcune osservazioni sulla interpolazione
delle funzioni discontinue.

Nota di Luici MERLI {a Firenze) (*).

Sunto. - 8i studia il comportamento di wna classe di polinomi di interpo-
lazione di una funzione continua nell intervallo (— 1, 1), che nell’ori-
gine abbia una discontinwita di prima specie, allo scopo di indagare
la presenza del fenomeno di GiBBS, analogamente a quanto avviene per
le serie trigomowmetriche di FOURIER e per alcunt sviluppr in serie di
funzioni ortogonali.

1. Ricordiamo che assegnata una funzione f(x) definita in (— 1, 1)
ed una successione di ascisse |2, !, k=1, 2,..., n. se la si inter-
pola col polinomio di HErMITE (%),

(1) H, (@) = = o, ™), (2),

dove

(2 I ™ () = v, Nae), 0¥ ),

con

< "’n” 2, ("

(3) v,f”’(x) =1— -("7((?:(”_))} (x — wk(n))‘

e

(4:) lh(m — (n) wn(x) (,)”(x) == c‘]’}[ (93 — w[(ﬂ))’ c :‘: 0,

w?zl(mk("))(x - xk(n)), i=1

se la successione ;x," | & data dagli zeri del polinomio di TcHE-
BYCHEFF di prima specie, o, (x)=-cosnS. &= cos¥. x,==c08%,;,

2k - 1
¥y, = S T k=1, 2..... n, si ha uniformemente, qualunque sia

la funzione ;(x) continua in (—1, 1),

(5) lim H,._ () = f(z), (2.

N —> 00

Si consideri invece una funzione f(x) continua in (— 1, 1),
salvo nell’origine ove presenta una discontinuita di prima specie

(*} Lavoro eseguito nell’ Istituto Matematico dell’ Universita di Firenze.

(4) Cfr. per le notazioni per es. L. MERLI: Recenle risultatr sulla con-
vergenza dei polinomi di interpolazione di Lagrange e di Hermite. « Gior-
nale Ist. It. Attuari », X1T. 1, (1940), pp. 1-12.

(?) Cfr. G. SaNsoNE: Moderna teoria delle fuwzioni di variabile reale.
parte 2*, Zanichelli, Bologna, (1946) pag. 398.
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e sia inoltre f(0) = 0. Costruiamome il relativo polinomio interpo-
lante di HERMITE prendendo come punti fondamentali gli zeri del
polinomio di TcEEBYCHEFF di prima specie, e sia w =4 + 1. In-
dicando per brevita con H,x) tale polinomio, avente il grado

8r + 1, si avra

] 2r dr+-1
(6) H, () = 2 flaes' ") () + 2 flaen” Y, 7(ex).
k-1 k=2r42

Vogliamo far vedere che, in ogni caso. per gualunque intervallo
escludente l'origine, si ha ancora uniformemente

lim H,(x) = f(x).

r=+o
Useremo per questo il procedimento di FEJER (?). Hssendo, nel no-

stro caso,
(1 — 22, ) 0, %)

(%) o) = (dr + 1% (x — 2,7’
sari
9
Iy ) | = By () << (—a?*:'“xm .

Sia ora 0 <3<<x <1 e sia 5 un numero- positivo arbitrario:
per Puniforme continuitdh di CaxTOR pofremo determinare corri-
spondentemente un ¢ tale che se a’ ed x” sono due punti qualun-
que in (3, 1), tali che che &' —a’!<CTe, risulti |f(a') — f(2")]| < 5.

Fissato un punto x qualunque di (3, 1). si ha

2r ir+41
[flow)— H (@) | <| 2 [flae) — flac, )] by () | + | g[f(ﬂc) — fla; ")) <
k=1 k=2r+2

<1 f(@) — Fla) (@) + 3 @) — fla™) ho) +
ki

=1 =1
dr+1
+ 2| f@) — Han”) | (),
=242

se X' indica la somma estesa a tutti i punti tali che & — 2, <=
e 2" la somma estesa a tutti gli altri punti .
Sara (%)

2r 2 dr+1
| fl) — flw, ") R O@) < 5 2 I O2) < 0 3 by ) = o ;
k=1 k=1 k=1

d’ altra parte, indicando con M il massimo del valore assoluto di

() Cfr. L. Prysr: Uber Weierstrassche Approximations besonders durch
Hermiteschen Interpolation. « Math! Ann.». 102, (1930), pp. 707-725.
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f(x)) in (_1! 1),

2r dr4-1 2r
S0 fla) — ™) |y (a) -+ 3] F() — Flan) | e < AM[S Ry ) +
k=1 k=242 k=1

i+, 24r+1) = 8M
F IR AN @ e T @+ e
per cui
8M

V(@) — Hiw) <o+ gy,

e da questa, per 'arbitrarieta di ¢, quando 7 - o0, segue la (5), per
tutti ¢li « per cui ¢ 0 <d<<ax <1
Analogamente’si ragiona per —1<<x << — 38 <0, 3> 0).

2. Vogliamo ora studiare il comportamento di H,(x), per »— oo,
ne V'intorno dell’origine, analogamente a quanto si fa nel caso
delle serie trigonometriche di FouRrirr e per alcuni sviluppi in
serie di funzioni ortogonali (°): per una funzione particolare pro-
veremo l’esistenza di un fenomeno analogo a quello di Gi1BBS per
il caso delle serie trigonometriche di FOURIER.

Consideriamo la funzione f(x)= = /x per =30, f0)= e
studiamo il comportamento, nell’intorno dell’origine, del 1elativo
polinomio di HERMITE:

2r 4r-1
®) H@) = 3 (@) — 3 hy"(@)
k=1 Te=2r+2

Osserviamo in primo luogo che &

2r 4r+1
1—H(@x)=1— 2 h,(x) + = k"),
k=1 Fe==2r42

4r-4-1
per cui tenuto conto che & = h,(x) =1, sara
=1

4r+1
1 — H (@)= hy, ," @) + 2 2 "),
Fe==2r4-2

per cui risulterd, ricordando che & h,’(x) =0,

1 - H,(x) 2 0)

0OS8Bl1a

9) H,x)<1.

dr4-1
{4) S1 tenga presente che & 2k, (x)=1. Cfr. nota (), loc. cit.,, pag. 5.
k=1

(® Ctr. L. ToNeLLlI: Serte trigonometriche. Zanichelli, Bologna,
MCMXXVIII, pp. 367-361.
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Analogamente, essendo

2r
1+ Hfx) = hapy V() + 2 Z b, (),

k=1
si avrhd
1+ H,x) =0,

da cui
(@) Hx)=> —1.

Si vede cosl che il polinomio interpolante resta compreso nella
gtriscia limitata dalle ordinate -1 e -+ 1, in futto I’intervallo
—l<a<1.

Si osservi ora che & ‘H' (0) = H",(0)=0.
Infatti dalla (8). derivando una prima volta, tenuto conto della
(7), si ha
2r 4r-1
H‘r(w) =32 hlk(r)(x) — 2 h”k(,)(x)y
k=1 F=2r-+2
ed essendo
R 0) =0, segue H.(0)=0.

Derivando ancora si ha
2 4r4-1
H”,,(w) —_— 2 hl/k(r)(x) —_ 2 h”k(')(x).
Fo=1 k=2r-}-2
ed essendo
2 v’ X0)

huk(r)(o) - WQ

tenuto conto che & ' (0)=(4r + 1)}, sarh

2r 1 dr+1 {
H0 =2 (3o~ T -
k=1 k=272
2r 1 ar41 1
=2y ,2%—1 3 k1 }:o.
L=1 S or + 1) T hetege S ¥+ D) "

D’altra parte H',(x) deve annullarsi nei 2 punti. a destra del-
Porigine, «,, «,,..., %,,, dove il polinomio raggiunge il valore
massimo 1 e nei 2r punti a sinistra dell’ origine, w,,,,, s, , 5.,
T4 .y, dove assume il valore minimo — 1; H’(x) dovrd quindi
annullarsi in altri 4r — 2 punti rispettivamente compresi negli
intervalli (x,, x,), (X,, X)), o\ (Tgpmy, Xy,) €4 (Xgpypgs Xopia)y o> (Typs

,,4,), cioe in totale in 8r — 1 punti. Ma il polinomio H, (x) ha il
grado 8r + 1 ed essendo H',(0)= H"”(0), il polinomio avra nel-
lorigine un punto di flesso. Non esisteranno quindi punti in cui
H,'(x) risulta uguale a zero, compresi rispettivamente negli inter-
valli (x,,.,, 0) ed (0, x,,).
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Abbiamo quindi che a destra dell'origine il polinomio H,(x)
ha costantemente il massimo uguale ad 1, nei punti di ascissa
Ty, Lgsen, Xy, € quindi per r— oo il massimo tende ad 1, tendendo
%,, a zero per r--oco. Analogamente per i minimi a sinistra del-

I’origine. I’andamento del polinomio sard quindi quello indicato
dalla figura:

Ay
1
N

|

|

[

|

i

1

X

-1

=

&
=
x\L

Analizziamo ora il comportamento dei minimi, a destra dell’ori-
gine. quando »—.co. Consideriamo a tale scopo il primo intervallo.
fra due zeri comnsecutivi, a destra dell’origine, cioé il tratto com-
preso tra x,, ed «,,_,. Assumendo H,{x) il valore 1 agli estremi
del fratto, esso assumera il suo valore minimo in un punto

- - 2@2r — t)—1
%y, 1, = COS B,—py com By, = L?W—_:)Ql)——n’ con 0 < <1,
e tale minimo sarhd dato da

_ 2r dr41 _
(10) Hr(w‘l"—lr) ;;c=21 hk(r)(xz, - 7') ::Erﬁb—g(r)‘m’r«r 1’).

Dovremo studiare quindi lim H (x,,_,, ). Proveremo intanto che &
7 —Q0

4r+1 _
(11) lim 2 @y, ) = 0.
¥ —00 k=2r42

Si ha infatti:

4l ™ dr41 1— xzr——zrxk(r))‘”z’(wzr—w)
b h’k ' (er—ir) - P —
A=2r42 k=2r+2 (47 + 1)%(2q,—p, — 2, P)?

. irzi—l 1 1
< X, . = —
P (@ ")k:,, yor(4r + 1)? (Xgymer — XY
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L 1
= — e
T T e p2 (9 + 1) (cos by,

1 e 1

— w 2o —
=w, (wzr—t, ) 4‘4:?. e 1)2 k=22/r+2 \ 6

cos .M
—'cos 0,%)

ety O By, = B,
r 5 sen?® ’2
1 4r41 1 o
2 —_— 2
< Cw, (wz1—tr)(4,r 1) e, 42 Oy —e, — 0,‘"’)2’ con
costante assoluta indipendente da ». Si ha cosi.
441
0 < ) hk(f)(xzr_") -~
A =2r-2
- 1 1 it - 4(dr + 1)
?, ——— > J J—
= O,y —,) (4 + 1)*=?,, _2},,' 12(2@r —1) —1— @2k — 1)
4C dr41 1

2 = (Ve o 1/
w Or @ar—ty) k:§¢+2 2k — 4r + 2t ~ o Ky —,). con O
costante assoluta, indipendente da r. Ma per r —occ. ,, —,» essendo

compreso tra x,, ed x,,_,, tende a zero ed & anche lim w,?(:;c,r_,r).—_o,
r— Q0
da cui segue la (11) e quindi

(12) lim H,fx,, _,,)= 0.

7 ~—= Q0

Proveremo ora che se x, _, & un punto compreso tra z, ed
x,,—, e precisamente della forma x,,_,==cos 8, __,, dove

22 — ) — 1 _

b= 1)

con ¢ fissato, indipendentemente da r, e compreso tra 0 ed 1, &

113) lim H,(x,,—,) =0
t —r 00

e quindi o B
lim H (,,—,), <0,

1 - 00

da cui, per la (12),

(14 lim H (2, )=0.
7 - OO

Con la stessa dimostrazione adoperata per la (11) si ha

4r4-1 -
im T B®,,—) =0,
n —s 00 k=2r+42

con | fissato, indipendentemente da r, e sussisterd la (13) se pro-



146 L. MERLI

veremo che &

2"
im 3 kW@, ) =0.
‘o e—e00 k=1

Ripetendo il ragionamento precedente, osserviamo che 2

_ 2r — 2 ™ ¥z,
Ry (g, ) = = e w”—t_o,ck o, sy ) =
i k=t (41 + 1)y, —, — ;)
2r 1
"2 2 —
< C', ("’"“‘)kzl (dr — 2k — 26"

My

k

con C"” costante assoluta indipendente da =, ed essendo ? fissato
indipendentemente da r e 0 <<?# <C 1, sard ancora

lim 2 m"(x,,_,)=0,
7 — Q0 k=1
da cui segue la (13) e quindi la (14).

La stessa dimostrazione fatta .per 1’intervallo (w,,, x,,—,), vale
se consideriamo i valori di H (x) quando x varia tra (x,,—;, %5,_;—,)
con ! fisso.

Possiamo quindi concludere che, mentre per le serie di Fou-
RIER i massimi di s,(x), alla destra dell’ origine, tendono ad un
limite che & maggiore di 1 ed s,(x) compie delle oscillazioni attorno
alla retta y —1, i polinomi di interpolazione considerati compiono
essi pure delle oscillazioni mantenendosi perd sempre << 1 e mentre
i massimi si mantengono costantemente uguali ad 1, i minimi ten-
dono allo zero, per r — oo.

Analogamente si studia il comportamento alla sinistra dell’ori-
gine.

Questione Proposta.

Si dia una soluzione in numeri interi delle equaziont
A + BB=C*+ D*=FE* + F*
A+ B* = C% + D} = E3+ F?
A. MOESSNER.

Il Dr. Afredo Moessner, (13 a) Gunzenhausen (Germania-Baviera)
Altes Schulhaus, prega i cultori di problemi diofanter e di teoria
dei nuwmeri di comunicargli il Joro indirizzo.



