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Sull' equazione del calore.

Nota di MARIO MAHARIJSTT (a Bologna) (*).

Suuto« - Si dimostra Vesistenza di fun&ioni, aventi propriété anaïoghe a
quelle degli ordinari pötenziali, che danno solusioni delV equazione della
propagations del calore in un cor po tsotropo omogeneo. Si accenna poi
at próblemi al contorno e alV esistensa della soluzione, sotto un nuovo
particolare aspetto.

In questa Nota dimostro anzitutto, in modo piü semplice, una
proposizione del BELTBAMI secondo la quale una particolare fun-
zione da lui considerata, e analoga al potenziale di volume, sod-

(u) Su questa interessantissima questione ved.: !F SEVEKI: « La Scienza
e Ie soglie del mistero » Editrice « Studium Clmsti » • Roma, 1948.

(*) Lavoro eseguito nel Seminario Matematieo delFUniversità di Bologna.
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disfa ail' equazione délia propagazione in un mezzo isostropo omo-
geneo. Dimostro poi V esistenza di altre due funzioni avenu pro-
prietà analoghe a quelle df4 potenziali ordinari di semplice strato
e di doppio strato e che danno pure soluzioni délia stessa equa-
zione del calore. Se poi di un dato problema tridimensionale di
propagazione del calore sono assegnati valori al contorno per lae

temperatura, la funzione che lia proprietà analoghe a quelle di un
potenziale di doppio strato, ne dà certamente la soluzione nelF ipo-
tesi che i valori assegnati siano esprimibili mediante un'espres-
sione che le proprietà dimostrate portano a stabilire.

1. Consideriamo Y equazione di JFotraiER délia conduzione del
calore in un corpo isotropo omogeneo :

nella quale u(P, t) è la temperatura, all'istante t, nel generico
punto P del mezzo. Si ha la seguente proposizione del BELTRAMI (*):

Se P ed M sono due punti qttalsiasi di uno spazio ordinario, la
distanza dei quali sia r, e ^(r, t) è una funzione monodroma, con-
tinua e finita di r, insieme aile sue derivate, anche per r = 0 ; e
inoltre |(r, t) è nulla per r = 0 e soddisfa ail' equaziohe : •

m ?!4_1?4
1 ] ar8 ~ a* dt >

la funzione:

nella quale (S) è un dominio dello spazio, luogo dei punti M e k(M) è
una funzione monodrotna, continua e finita di M, soddisfa alVequa-
zione (1).

Ed invero osserviamo che è

u{p, t)=fffff
[S) (S)

e che per le ipotesi fatte la funzione sotto il segno di integrale del
primo termine del secondo membro rimane finita anche per r = 0;
onde, per calcolare Ap£7, in taie termine possiamo applicare il la-

(!) E. BEI/TRAMI, Intorno ad alctini problemi di propagazione del ca-
lore, « Memorie dell'Acc. délie Scienze dell'Ist. di Bologna ». s. IV, t. VIII,
1887, pagg. 291-326; oppure « Opère ». t. IV, pagg. 270-399.
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placiano alla funzione sotto il segno. Essendo:

e tenendo presente il teorema di Poisson si ricava

Tenendo poi conto anche della (2) risulta subito :

A 77 1 dü

2. Il teorema précédente sussiste anche per la fun&ione:

Jj
(ff)

nella quale (<r) è una superficie qualsiasi, luogo dei punti M. In
questo caso non occorre aggiungere la condizione che sia v|/(0, )̂ = 0.

Ed invero, poichè per calcolare A Y si puö senz'altro applicare
1' operatore A sotto il segno d' integrazione, si ottiene subito :

V — a2 dt'

II gradiente della funsione V(P, t), è discontinuo attraverso la
superficie (a). Per stabilire ciö osserviamo che è:

(3) V(P, t) = K(P, t) -H F*(P, t)
con

(a)
ir*/» « [[KMWP, *), *)=ƒƒ

(ff)

Poichè si dimostra subito che grad Ç(P, t) è finito e continuo
attraverso la superficie (<r), consegue per la (3) che la funzione
V(P, t) e il suo gradiente hanno gli stessi caratteri di continuité
e di discontinuità del potenziale ordinario di semplice strato V*(P, t).
Pertanto la funzione V{P, t) è continua attraverso (G), mentre il
suo gradiente, attraverso (a), è discontinuo; e per esso, in un ge-
nerico punto M' di (Œ), si ha:

[grad

nella quale n è il versore normale a (G) nel punto M', opportuna-
mente orientato.
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Osserviamo che per la (H) è :

grad "7= grad Ç H- grad F*.

Distinguiamo con gli indici (1) e (2) le due facce délia super-
ficie (<J) ed, in corrispondenza, indichiamo con gli indici (1) e (2) i
valori limiti dei vettori délia relazione précédente quando il punto
variabile P tende ad un punto M' di (<r), rispettivamente dalla
banda délia faccia (1) o dalla banda délia faccia (2). Si puö aUora
scrivere :

(4) g [(grad V), + (grad V),] = \ [(grad Ç), -+- (grad çy -+-

-H 2 [(grad 7*), -H (grad 7*),].

Per la eontinuità di grad ï, attraverso (<r) e per le uote proprietà
dei potenziali di semplice strato, dalla (4) si ottiene:

\ [(grad V), -H (grad V)J = (grad V)M„

3, Lo stesso teorema del Beltrami sussiste anche per la funzione:

(III) W(P, t) = il MM) gradp ^-^ X nd<x

nella quale (a) è w^a superficie qualsiasi, luogo dei punti M ed n è
il versore délia normale a (<x) weZ punto M iw ctt* si considéra Vele-
mento der e lo supponiamo orientato nel senso che va dalla faccia (1)
alla faccia (2) di (c). Ciö si dimostra facilmente osservando che per
calcolare A F si puö applicare Foperatore A sotto il segno d'inté-
grale e che si ha:

nella quale A' è il laplaciano per i campi vettoriali.
Osserviamo ora che è :

(5) W(P,t) = t(P,t)-+-W*(P.t)
con :

Ç(P, t) =jj MM) \ gradp ^f^ - +(0, *) gradp ï J X nd*

W*(P, t) =
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Si dimostra facilmente che la funzione Ç(P, t) è finita e continua
attrayerso la superficie (ff), onde si deduce che la discontinuità
della funzione W{P, t) attrayerso (<r) è la stessa di quella del po-
tenziale ordinario di doppio strato W*(P, t). In un punto gene-
rico M' di (<r) si avrà quindi :

(6) W2(M', t) — WX(M', t) = ^k{M). ^(0, t).

nella quale Wx e W2 sono i yalori limiti di W quando P tende
al punto M' di (<y), rispettiyamente dalla parte della faccia (1) o
dalla parte della faccia (2).

Con un ragionamento analogo a quello fatto al numero précé-
dente, si perviene alla relazione :

(7) \{WX{M\ t) + WAM', t)] = W(M', t),

nella quale W(M'f t) è il valore di W{P, t) in M'.

4. Nei numeri precedenti si è dimostrato che Ie funzioni (I),
(II), (III), danno soluzioni delP equazione del calore (1). Tfciferendoci
ora alla funzione (III), dalle (6) e (7), si ricaya :

(8) W,(M% t) — ~- 2wfc(Jf')+(0, t) -+- ƒƒ k{M) gradM, ^ ^ x nd<j,
(ff)

nella quale M è ancora il punto generico di (<r) dove si considéra
P elemento tfa, M' è un' altro punto generico di (ff) ed è

rz=moà(M— M').

Allorchè sia dato un problema tridimensionale di propagazione
del calore in un corpo isotropo omogeneo, con assegnati yalori al
contorno per la temperatura W(P, t), la funzione (III) ne dà la
soluzione nelP ipotesi che sia possibile esprimere i yalori assegnati
Wx(M

f, i) della W al contorno mediante un' espressione del tipo (8).
È mio proposito di studiare taie possibilità, ossia di studiare la
questione d1 esistenza della soluzione del problema tridimensionale
di propagazione del calore tramite Ie equazioni integrali, nelPin-
dirizzo sopra indicato.


