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Su una nuova classe di funzioni «a variazione limitata»
di due variabili e le sue relazioni con Ie cl as si H,A, P*

Nota di ROBERTO COHTI (a Firenze) f1)

Suiito. - Si definisce una nuova classe di funzioni a variazione limitata
di due variabili per la quale valgono tutte le propriété valide per Ie
funzioni di ARZELÀ e si predsano note relazioni tra Ie funzioni di HAR-

DY, di ARZELÀ e di PIERPONT.

Seguendo i simboli e Ie notazioni introdotte da C. K. ADAMS
e J. A. CLARKSON ^2) indichiamo con R il rettangolo a < x < b ;
c^y<d del piano x,y e con A,H,P Ie classi di funzioni « a va-
riazione limitata» in JR, rispettivamente secondo ABZELÀ, HARDY-
KRAUSE e PIERPOJSTT-HAHN. Per brevità indichiamo poi con JXjy
Ie funzioni a Tariazione limitata (in senso ordinario, cioè secondo
JORDAN) rispetto a ciascuna variabile separatamente3 e con Js Ie
funzioni che risultano a variazione limitata su qgni segmento ret-
tilineo appartenente ad B.

Nel n. 1 dopo aver richiamato la def. di funzione A, si prende in
esame la nuova classe delle funzioni A, Ie quali sono strettamente Ie-
gate alle A medesime (Teor. I), e, corne quelle, definibili anche a
partire dalle funzioni monotone (Teor. II).

La nuova def. non manca di un certo interesse intrinseco in
quanto permette Pestensione alla classe A -+- A di tutte quelle pro-
prietà delle A che non dipendano dalPorientazione degli assi coor-
dinati (Teor. III). D'altronde la considerazione delle A non sembra
inutile anche perché permette di precisare relazioni gik note^ e
cioè le

H<zA<P, Jxy

sostituendovi (n, 2) le

e le
H<Al< Js.

(M Lavoro eseguito nell'lstituto Matematico dell'Università di Firenze
(-) Ved.: «Trans. Am. Math. Society», 35 (1933), pp. 824-854); ivi, 36

(1934), pp. 711-730. Per le referenze sull'argomento rinviamo a questi due
lavori. IJa relazione A < B indioa che A è una sottoclasse propria di B.
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1. Sia f(x, y) una funzione definita nel rettangolo

del piano x9 y. Con Am indichiamo un insieme di m -+- 1 punti (xx,
(i = 0,1,2,..., m), di R soddisfacenti Ie condizioni

a = x0 < x1 <, x2 < ... < xm = 6 ; c = t/0 <

Se ad ogni Am facciamo corrispondere la somma

o

otterremo un insieme numerico il cui limite superiore (finito o
no) rappresentiamo con vA. Se vA risulta finito si dice che la f è
in R una funzione a variazione limitata secondo ABZELÀ, O bre-
vemente una funzione A ( ).

Se invece della (1) associamo ad ogni Am la somma

otteniamo un secondo insieme numerico, di cui indichiamo con vA

il limite superiore. Diremo allora che f(x,y) è in R una funzione
A se vA risulta finito.

Dal confronto délie due definizioni risulta anzitutto
TEOR. I. - Se f(x, j) è in R ( a < x < b ; c < y ^ d ) una funzione

A [A], allora <p(x, y) = f(— x, y) e ^(x, y) = f(x, — y) sono entrambe
funziom A[A], risp. in R^ - b<lx<;— a; c ^ y <d) ed iw B2(a^
< x < b ; - d < y < — c ) .

Poichè, come ha mostrato ARZELA, ogni funzione A è la diffe-
renza di due funzioni monotone entrambe non decrescenti (o en-
trambe non crescenti) sia rispetto alla variabile x sia rispetto alla
y e inversamente, segue dal TEOB. I (ma potrebbe anche mostrarsi
direttamente) che

TEOR. II. - Condimone necessaria e suffidente affinchè f(x,y) sia
in B una funzione A è che essa si possa rappresentare come diffe-
renza di due funzioni monotone entrambe non decrescenti rispetto
alla x e contemporaneamente non crescenti rispetto alla j (ovve-
ro entrambe non crescenti rispetto alla x e non decrescenti rispetto
alla y).

Sempre in virtù del Teor. I abbiamo che

(3) Ved. : loc. cit. per primo in (2), p. 825;
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TEOR. UI. - Tutte le propriété delle funzioni A che non dipen-
<ûano dalV orientazione degli assi coordinati sussistono per le A.

Tralasoiando l'enumerazione di tali propriété,, per Ie quali rin-
Tiamo ai due lavori citati in (g), ei limitiamo a rilevare che, ad
es., da un noto risultato di J. C. BTJRKILL e U. S. HÀSLIAM-JONES

{4) segue che
T E O R . I Y . - Ogni funzione délia classe A + A è è E quasi dap-

pertutto differenziabile [nel senso di STOLZ) .
Da un teor. di ÏÏAHN (5) segue inoltre la relazione

e da semplici esempi la

(3) A •+• A < P .
Evidente è poi la

44) A -+- A < Jxij

Altre relazioni immédiate sono la

(5) AA < Je
e le

(6) Al < A , AA < Â

di cui 1' ultima puö dedursi dalla précédente mediante il Teor. I.
Tutte queste relazioni sussistono anche se ci si restringe a consi-
derare le sole funzioni continue.

. 2. Consideriamo un insieme di punti (x, ,ys)(r = 0,1,2,..., m; s —
= 0,1,2,... 9n) di R tali che

a — xo<zxl <x% <... <Lxm= 6; c = y0 <yl<ys<—<yu = d .

Associando ad ogni tale insieme la somma

m—1, n—1 m—1, n—l
^r,s 1 &f(r,r -*- 1 ; s, s -+- 1) | = 2 r , s | f(xr, ys) -+• f(xr^ , ySJhX) -
0,0 0,0

s i ha u n insieme numerico di cui indichiamo con w i l l imite su-
p^riore. Come è noto, se w r isul ta finito la f si dice a varia-
izione l imitata secondo Y I T A L I , od anche a variazione doppia f ini ta,
o, semplicemente, funzione Y. Se inol tre esiste u n y ed u n x ta l i che

(4) Yed.: «Journal of the London Math. Society», Y I I (1932), pp. 297-
305.

(5) Yed.: HAHN, Theorie der reellen Funktionen, Berlin, 1921, p. 546.
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f(x, y) ed f(x, y) risultino come funzioni di x e, risp., di y^ a varia-
zione limitata, allora la f si dice a variazione limitata secondo
HARDT, O semplicemente funzione H.

Yale (6) la relazione

(7)

e, più précisamente (v. la (4)) raie (7) la

(8)

Dimostriamolo nel seguente modo. Preso un qualunque insieme
Ant la differenza f(xl^ï, yl+x) —f(wt, yt) puö scriversi

D'altronde

» »»+i) ~ / («. 9 2/0 = A/ (* — M ; M 4-1) -+- /* K - i > î/.-4-i)—f(a?t—i >
... = Af(i — 1 , i; i , i 4-1)-+- A/"(i — 2 , i - l ; i , i + l )4 -

e a n a l o g a m e n t e

/t»t4-ii2/t) — rt»t>y*) = A f t * , * - i - l ; * - l , t)-+-Afl[i ,f-4-l ;* — 2 . i — 1 ) - H . _

... + A r t i , i + l ; 0 , l ) + A^t+i » c) — flx,, c)

e r i u n e n d o Ie t re u l t ime uguag l i anze scr i t te

f(».4-i * »*4 1) — f (*t ' 2/0 = A/(* s * - 4 - l ; * , * + - l ) - + -

H- I A ƒ (i — 1 , ê ; i , i -f- 1) -f- A / (i , * -4- 1 ; i — 1 , i)| -H ...

... -4- I A f (0 , 1 ; • , • -+- 1) -H A ƒ(•, t H- 1 ; 0 , 1)| -4-

-*" I /r(^t4-l » C) - f(Xi > C)' -+• I ƒ(« î 2/n-l) — rt* J »t)l •

P r e n d e n d o i va lo r i assoluti e sommando r ispet to ad i da 0 ad
m — 1 av remo

m—1 m — 1 , m—1

o 0 ,0
m—1 m—1

-+- 2, I f(oj l+1, c) - f(art, c) | -+- 2t | f (a , y^ , ) - f(a , j/J | .
(> 0

(6) Yed. : W. H . YouNa, « Quarterly J .» , 37, (1906), p. 57 e segg.
(7) Yed. ad. es. : HOBSON, Theory of functtons of a reaï vartable, 3d ed

vol 1, Cambridge, 1927, pp 345-346.
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Perciö se Vx{b ,c) rappresenta la variazione, finita per la (7), di
fix^c) nelFintervallo a < ; x < 6 e Vy(a,d) la variazione di f(a,y)
neirintervallo c-<^y<d, finita anch'essa, avremo la

(9) vA*Zn>+ Vœ(b,c) + Vv(ard)

da ciii resta provata la (8).
Il procedimento seguito présenta rispetto alla dimostrazione

usuale, oltre il vantaggio di essere diretto e di fornire una disu-
guaglianza come la (9), anche quello di potersi applicare, con sem-
plice sostituzione di simboli, a dimostrare la

ed a fornire la relazione

(9&*8) vA^w-¥- VJh, d) +- Vy(b, d)
analoga alla (9).

Biunendo Ie (8) e (Shis) possiamo scrivere, la

ed infine, dall'esempio seguente, la

(10) H<Al.

Si definisoa f(x , y) nel quadrato Q(0 <, x ;< 1 ; 0 <, y < 1) po-

nendo n gn > ön) = = on ^oye # = 1,2,,.. ed è un qualunque numero

dispari < 2", e ponendo f(x, y) — 0 altrove. Per una tale ƒ è evidente-
mente w = H- OO , mentre <ŷ  = ^ = 2 .

Sono poi evidenti Ie modifiche che si possono apportare alla f
in modo da renderla continua, cosicchè la (10) sussiste anche per-
Ie funzioni continue.


