BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

TULLIO VIOLA

Sui determinanti di Hurwitz
d’un’equazione algebrica, i cui coefficienti
sono polinomi dipendenti da quanti si
vogliono parametri reali

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol. 4
(1949), n.1, p. 40-45.

Zanichelli
<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1949_3_4_1_40_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale é consentito liberamen-
te per motivi di ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per
motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare
questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1949_3_4_1_40_0
http://www.bdim.eu/

Sui determinanti di Hurwitz d’un’equazione algebrica,
i eui coefficienti sono polinomi dipendenti
da quanti si vogliono parametri reali.

Nota di Torrio Viora (a Roma).

Sunto. - Supposto che i coefficienti d’ un’equazione algebrica siuno polinoms
(a coefficienti reali) d’un certo gruppo di p parametri reali u,, u,,..., up
st danno alcune proprieta dell’ insieme Q dei punti U = (u,, u,,..., up)
dello spazio reale Sp, in corrispondenza dei quali le radici dell’ equa-
zione risultano a parti reali non positive, e inolire le eveniuali radict
a porti reali nulle risultano semplici.

.1. Ho pubblicato, alcuni anni or sono, una breve nota dal titolo:
Sulla stabilita degli integrali delle equazioni differenziali lineari,
omogenee e a coefficienti costanti (}), nella quale ho richiamato il
seguente teorema da me altrove dimostrato (3):

(1) HeNRIK BLOCEK, Sur les équations lindaires awx dérivées partielles
caractéristiques multiples, troisisome Note; « Arkiv for Matematik, Astro-
nomi och Fysik », Bd. 8, n. 23, (1912); Errore DeL VECcHIO, Sur deux

3, a,
problémes d’ intégration pour les équations paraboliques %—;—:: 0,

%—-g%_—_o, ibidem, Bd. 11, n. 11, (1916).

(*) « Rend. R. Accad. d Italia, Classe di Scienze fisiche, matematiche e-
naturali », serie VII, vol. I, fasc. 7, 1940, pp.238-244.

(2) Sulle equaszion:i algebriche a coefficienti reali, « Rend. R. Accad,_
delle Scienze di Napoli », serie IV, voll. VIII, 1937-38.
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Condizioni mecessarie e sufficienti affinché un’ equazione algebrice
a coefficienti reali

(1) " + @ "'+ .. +c, 2+, =0 (¢ > 0)
si possa spezzare wel prodotio di altie due, delle quali la prima
(2) bye* + b2 + byg*—? 4+ ...+ b, =0 b, > 0)

risulti del tipo di Hurwirz (abbia cioé tulte le radici con parte
reule negativa), e la seconda contenga soltanto potenze pari:

(3) 2 4 42" a0, =0, (E+2n=h),
oppure soltanto potensze dispari:

3) 22t g2l - ™ - L+ a,,2 =0,

k+2n + 1=h),
SONo :

a) che ¢ primi k determinanti di Hurwitz dell’ equazione pro-
posta siano > 0;

b) che la matrice indefinita, formata con le prime k + 1 co-
lonne di quella di Hurwirz, abbia caratteristica — k.

Ho avvicinato questo teor. ad altro dimostrato dal prof. C. Mi-
RAXDA (%), deducendone le condizioni affinch® un’equazione diffe-
renziale omogenea a coefficienti costanti abbia tutti gli integrali
stabili, al tendere all’infinito della variabile indipendente.

Nella seconda parte di quella mia mota (nn. 3-5, pp. 240-244),
ho poi affrontato un altro problema. Ho supposto che i coefficienti
della (1) siano funzione razionali intere (a coefficienti pure reali)
d’un certo gruppo di p parametri reali:

€, == C{Uy, Mg, ey Wy), (=0, 1, 2,..., h)

e ho indagato sulle prime proprieth dell’insieme Q dei punti
U= (u,, u,,.., u,) dello spazio reale §,, in corrispondenza dei
quali gli integrali dell’equazione differenziale

g ey™ + Y0 e oy + ey =0

associata alla (1), risultano stabili.

Essendomi, in detta secohda parte, sfuggite alcune inesattezze,
mi propongo di ripremdere dal principio I’intero problema. In
questa nota, di cui ho dato comunicazione nel recente Congresso

(®) C. MiranDaA, Complementi al criterio di stabilitc di Hurwitz e al
teorema di STURM sulle equaziont algebriche a coefficienét reuls, « Rend.
del Semin. Matemat. della R. Universita di Roma », serie 1V, vol. I,
fasc. 3, gennaio 1937.
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dell’U. M. 1. a Pisa, a rettifica di quelle inesattezze, mi limiterd
ad una breve analisi dell’insieme indicato con Q. Ma in un prossimo
lavoro mi propongo d’approfondire ulteriormente il problema, es-
sendomi convinto dell’importanza ch’esso riveste. non solo in sede
teorica, ma anche in questioni d’interesse applicativo (come ho ac-
cennato al principio del n. 3 della nota citata e come I’ormai lunga
esperienza presso !’ Istituto Nazionale per le Applicazioni del Cal-
colo ha ampiamente dimostrato).

2. B necessario osservare anzitutto che la trasformazione 3 la
quale, ad ogni punto U di S,, fa corrispondere il gruppo delle &

radici
Q) gy eeey O

della (1) nel piano complesso, & certo contéinua. Con cid intendiamo
dire che, assegnati arbitrariamente un punto U, in S, e un nu-
mero reale ¢ > 0, e indicate ordinatamente, nel piano z—=ux + 4y,
con «° &0 ..., «° le h radici della (1) corrispondenti ad U,, & pos-
sibile trovare un 3 > 0 tale che, ad ogui Uin S, per cui U,U < §,
corrispondono h radici della (1) tutte contenute, una per ciascuna,
negli » intorni circolari di centri rispettivamente o\ o, ..., ,°
e d’ugual raggio . Dicendo « una per ciascuna », non escludiamo
I’ esistenza di radici multiple, nel qual caso due o piu delle radici
¢’ intendono ripetute.

Osservyiamo anche che, per propriétd ben note, I’ insieme Q si
pud identificare con I’insieme di tutte ¢ punti di Sy, in corrispon-
denza dei quali I equazione (1) ha tutte le radici con parti reali non
positive; e inolire le eventuali radici a parti reali nulle, sono sem-
plici. In virth della proprietd di continuitd, or ora accennata, cui
soddisfa la trasformazione Z, si pud immediatamente dedurre che,
Jn corrispondenza d’un qualunque punto U, di FQ, che sia estraneo
ad Q, le radiei della (1) devono tutte ancora avere le parti reali
non positive. Infatti, se ad U, corrispondesse una radice con parte
reale positiva, indicheremmo con ¢ un numero reale positivo minore
di questa parte. Trovato allora il corrispondente numero 3 come
sopra, ad ogni U di S, tale che U,U < 3, quindi anche ad ogni U
di Q soddisfacente a questa condizione (esistono di tali U, essendo
U, punto d’ accumulazione per Q), corrisponderebbe almeno una ra-
dice a parte reale positiva, il che & contradittorio.

I’ insieme Q pud esser fotalmente privo di punti interni (¥). Ma,
nella generalith dei casi, si pud affermare che esso & dotato di

{*) V. un semplice es. alla fine del n. 3 del loc. cit.



SUI DLTERMINANTI DI HURWITZ D’UN’EQUAZIONE ALGEBRICA, ECC 43

punti interni. Vediamo quali proprieta si possono dedurre, in questo
<aso, per I’equazione proposta.

3. Sia U, un punto interno ad Q. Non si pud escludere che,
in U,, sia ¢, =0 ma, poiche il polinomio ¢,(u, u,,.., %,) non &
certo identicamente nullo, U, & punto d’accumulazione di altri
punti, anch’essi interni ad Q e nei quali & ¢, 3= 0. Possiamo dunque
supporre che, precisamente in U, sia ¢,5=0, anzi che sia ¢, > 0,
questa limitazione potendosi sempre ottenere con 1’eventuale cam-
biamento di segno dell’intero primo membro dell’equazione pro-
posta. Siano

| | ¢, ¢ O
€ G
D, =c¢,, D,= )’ D, = C; €3 C >
C; Cg
(5 C C3
¢, Co 0 0 0...0
C, Cs c, ¢, 0...0
? Dh Sl A
Cop—1 Csp—s Copeg oo wee Gy

i determinanti di Horwirz dell’equazione proposta (%). Se, in cor-
rispondenza di U,, la (1) non & essa stessa del tipo di Hurwirsz,
se ne constaterd lo spezzamento nel prodotto di’ due equazioni
come (2) e (3) o (3'), quest’ ultima contenendo tutte e sole le radici
a parti reali nulle della (1). Se tali radici sono in numero di h —F,
si avra dunque in U, (come mostra il teor. richiamato al n. 1):

%) D,>0, D,>0,.., D,>0, Dy, =0, Dy, =0,.., D, =0,

con 0<<k<C"h. Sia I un intorno circolare di U,, tutto costituito di
punti di Q e nel quale ¢, e i polinomi D,, D,,.., D, si manten-
gano tutti positivi. Comunque si prenda U in I, dev’essere corri-
spondentemente

Dk+1 20’ Dh+22 07 set s Dh 2 O’

ed anzi, se 1n una di queste relazioni vale il segno inferiore, lo
stesso segno deve valere in tutte quelle che lo seguono (mentre,
se vale il segno superiore, lo stesso deve valere in tutte quelle
che lo precedono). Di qui si deduce immediatamente che, se una
delle varieta Dy, ,=0(Z=1, 2, 3,..., h — k) invade I’intero spazio S,
{cioe se il polinomio D, ,, ha tutti i coefficienti identicamente nulli),

(®) Ne1 quali & inteso che ¢, =0, per r=hk 41, b +2,...
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anche le varieta D,,,,, =0, D, ,,=0,.., D, =0 invadono I’ in-
tero spazio S,.

Senza compromettere la generalith del ragionamento, possiamo
supporre che tutte le varietd Dy =0 (i=1, 2, ..., h — k) invadano
Vintero spazio Sp. Infatti, nel caso contrario, basterebbe spostarsi
da U, in altro punto U, convenientemente scelto in I. in corrispon-
denza del quale tutti quei polinomi D,,,, D, ,,, D;,;,... i cui coef-
ficienti mon sono tutti identicamente nulli, risultassero positivi.
Cid, beninteso, nell’ipotesi che sia k < h.

Riassumendo, al variare del punto I/ in I (intorno circolare di U,,
interamente contenuto in Q), le relazioné (5) sé possono supporre
sempre soddisfatte. Cid significa (sempre in virtu del teor. richia-
mato al n. 1) che, delle » radici «, «,,..., «, corrispondenti ad U
(per la trasformazione X), certe h — k, e siano o, ,, %, o, .., %,,
permangono sull’asse immaginario (al variare di U in I), mentre
le rimanenti «, «,, ..., 2, permangono nel semipiano & < 0. Dunque
lo spezzamento della (1) nel prodotto delle due equazioni (2) e (3)
o (3), ha caratiere d’ identita in 1 e quindi anche in tutto Sp; inoltre
le radici della (3) o (3') si mantengono a parti reali nulle, entro
tutto I e quindi anche in tutto Sp (°).

Cid non esclude I’eventualith che in certi punti fuori di I,
I’ equazione (2) non possa ulteriormente spezzarsi in altre due equa-
zioni componenti, allo stesso modo che, in I, 8’ era spezzata la (1).
Ma tale eventualitdh non potrad sicuramente avere carattere d’iden-
tith, cio® essa potra presentarsi soltanto in punti appartenenti a
certe varieta D, =0, D,_, =0, D,_,=0,..., mai in tutti i punti
interni ad alcun dominio circolare di S,.

4. Sempre supponendo che 1I’insieme Q sia dotato di punti in-
terni, facciamo ora una seconda ipotesi essenziale: che sia ¢, >0
in tutlo Sp. Che cosa si pud dire dell’ equazione (1) in un punto.U,
di FQ? Per rispondere a questa domanda, distinguiamo due casi:

1°) U, appartiene ad Q. In questo caso mon pud accadere che
le radici «,, «y,..., «, abbiano tutte, in corrispondenza ad U,, parti
reali negative. Infatti se, per ipotesi assurda, cid accadesse, si
potrebbe certo (sempre per la continuityd della trasformazione X)
rinchiudere U, in un intorno circolare I tale che, in corrispon-
denza d’ogni Udi I, le o, «,,..., o, avrebbero ancora sempre parti
reali negative, mentre le @, ,, ®;,,, ..., %,, semplici e a parti reali
nulle in corrispondenza &’ U,, tali resterebbero per ogni U in I.
Dunque alcune (almeno una) delle radiei «,. «,, ..., «, devono avere,

(6) Tali radici saranno semplici in I, eventualmente multiple fuori di I.
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per U="U,, parti reali nulle e percid dev’essere, in U,, D,=0.
In secondo luogo U, dev’essere punto d’accumulazione di punti
non appartenenti ad Q e precisamente di punti, in corrispondenza
dei quali alcune delle radici della (1) hanno parte reale positiva.
Tali punti sono evidentemente esferni ad Q.

20 Oppure U, non appartiene ad Q. In questo caso (n. 2) la (1)
deve possedere, in corrispondenza d’ U,, alcune radici multiple a
parti reali nulle. Ma U, & punto d’accumulazione per Q e percid
dev'essere D, =0. Se D, >0, le radici a parti reali nulle, per
U= U,, sono le solite o,,,, %;,,,..., %, e soltanto queste. Lie ri-
manenti radici «,, «,,.., «, hanno parti reali negative. Comunque
piccolo si prenda un intorno I di U,, si potranno certamente tro-
vare dei punti U in I, in corrispondenza dei quali le radici =, ,,
Hpqgy ey %, SONO tutte semplici poiche, in caso contrario, la (3) o (3')
dovrebbe possedere radici multiple in tutto S, e non esisterebbero
affatto punti di Q. Si deduce da c¢id che U, dev’ essere punto d’ac-
cumulazione di punti énferni ad Q.

Possiamo raccogliere i risultati dell’ analisi fatta, nel seguente
enunciato: se il coefficiente c, si mantiene positivo in tutto lo spazio Sy
e se Uinsieme Q & dolato di puniti imlerni, la parte di FQ che ap-
partiene ad Q, & tutta contenuta nella varieta D=0 d’ indice pin
elevato k <h che non invade Vintero spazio Sy. Ogni punio di tale
parte & punto d’ accumulazione di punti esterni ad Q. Ogni eventuale
punto di FQ che sia estraneo ad Q e che non appartenga a detta
varieta, & punto d’ accumulazione di puniti interni ad Q.



