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CONDIZIOXE AFFINCHÈ UNA TRASFORMAZIONE PUNTUALE FRA DUE 53, ECC. 28

Condizione affinchè una trasformazione puntuale fra due *v3,
in una coppia a jacobiano nullo, sia osculabile con una

trasformazione eremoniana.

Nota di M. V I L L A e C. SAETGERMAKO (a Bologna) (*).

~Sunto. - St stabilisée una condisione necessaria e sufficiente perché una
trasformazione puntuale fra due S3 si possa osculare, in una coppia
a Jacobiano nullo di caratteristica % con una trasformazione cremo-
niana. Segue una condizione analitica (soltanto necessaria) per Voma-
loidicità di un sistema lineare oo3 di superficie algebriche delVSz.

1. Ho determinato recentemente una condizione necessaria e
sufficiente perché una trasformazione puntuale fra due piani si
possa osculare, in una coppia di punfei corrispondenti a jacobiano
nullo, con una trasformazione cremoniana (*).

II presente lavoro, per la cui esecuzione mi sono valso della
collaborazione del dott. SASTGERMANO, risolve ii problema analogo
per ie trasformazioni puntuali fra due spazi.

Si dimostra (nn. 2, 3, 4) : Condizione necessaria e sufficienie af-
finchè una trasformazione puntuale T fra due spazi ordinari S3,
S8' si po sa osculare, in una coppia di punti corrispondenti (O, O')
a jacobiano nullo di caratteristica 2 (O punto semplice della jaco-
biana) con una trasformazione cremoniana, è che la retta stazio-

(*) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico dell' TTniversità di Bologna.
(*) VILLA, Sulle trasformamoni puntuali in una coppia a jacobiano

nullo nel caso cremoniano, « Eend. dell'Accademia dei Lincei », ser. VIII ,
vol. II, p. 136, 194:7; VILLA, Sulle trasformazioni puntuali %n una coppia
a jacobiano nullo, questo « Boll. », ser. III , vol. II, p. 3, 1947. Si veda
anche: VILLA,Propriété caratteristtche delle reti omaloidiche, questo « Boil. »,
ser. III , vol. III, p. 201 6 « Rend, dell'Accademia dei Linoei », ser. VIII ,
vol. V, pp. 122, 231, 1948.

Per incidenza, aggiungo che il primo dei teoremi stabiliti in quest' ul-
timo mio lavoro s' estende e si ha : condizione necessaria e sufficiente af-
finchè sopra una ipersuperficie algebrica di S r ( r>2) un sistema lineare
Soo f~ l di V r_2 algebriche sia omaloidico è che la curva intersezione di
r — 2 Vr__2 generieke di S intersechi la jacobiana J di S soltanto nei punti
e nelle varietà base e che nei punti base J si comporti regolarmente.

(2) VILLA, Sulle trasformazioni puntuali fra due spazi ordinari in
Mna coppia a jacobiano nullo, questo « Boll. », ser. III, vol. II , p. 95, 1947.



24 M. * VILLA E C. SANGERMANO

naria (per O) (') sia tangente asintotica per le superficie corrispon-
denti ai piani per O' (3).

L'osculazione si puö sempre ottenere con trasformazioni eu-
biche, mentre, in generale, non si puö ottenere con trasformazioni
quadratiche (n. 4). Nel n. 5 si ottiene una condizione analitica
(soltanto necessaria) per F omaloidicità di un sistema lineare oo3 di
superficie algebriche di Sz applicando una condizione che dériva
da quella espressa nel teorema précédente.

2. La condizione enunciata è necessaria. Sia To una trasfornia-
zione cremoniana fra S3, £3'. Corn7 è noto (4), le coppie di punti
corrispondenti (0, 0') a jacobiano nullo (0 punto semplice délia
superficie jacobiana di To in Sz) si ottengono prendendo corne
punto 0' un punto appartenente ad una curva fondamentale L\ e
quindi corne punto 0 un punto (semplice per la jacobiana) giacente
sulla curva razionale C corrispondente ad 0'.

Notiamo subito che se 1/ è curva fondamentale r-pla (r > 1),
ai piani délia stella di centro 0 corrispondono superficie aventi
in 0' punto doppio (almeno). Segue che affinchè in (0, 0') V ja-
cobiano abbia caratteristica 2 è necessario che L' sia curva fon-
damentale semplice. In tal caso la retta stazionaria, essendo la retta.
corrispondente ad 0'i giace sopra tutte le superficie corrispondenti
ai piani délia stella di centro 0', ed è quindi tangente asintotica
per esse (5).

Dunque: affinchè T si possa osculare nella coppia (0, 0') a
jacobiano nullo di caratteristica 2, con To, è necessario che la retta-
stazionaria per O sia ivi tangente asintotica délie superficie cor-
rispondenti ai piani délia stella di centro 0' (6). Quando ciö av-
vienë si dira che in (0, 0') ha luogo, per T, il caso cremoniano.

3. Consideriamo la trasformazione puntuale T fra S3, Sz
r

xf = f(x, y . &), y' ~ <p(x, y , z), &'= ty{x, y , z) ;

nella coppia (0, 0') Pjacobiauo di T sia nullo di caratteristica 2^

(3) Questo risultato è stato comunicato, nel settembre 1948, al I I I Con-
gresso del l 'U. M. I . , a Pisa.

(4) Si veda : CRBMONA, Bulle trasformazioni razionali nello spa&io,
« Anna l i di Matemat ica », ser. I I , vol. I I , pp. 131-140.

(5) L a re t ta stazionaria appart iene alla superficie jacobiana e quindi
anche al piano tangente in 0 alla jacobiana.

(6) Si ha , più in genera le : Condizione necessaria affinchè una trasfoima-
Bione puntuale T sia approssimabile fino ail' intorno W orâtne s, in una
coppia (O, O') a jacobiano nullo di caratteristica % con una trasformaztone
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Con una opportuna scelta di alcuni elementi dei sistemi di ri-
ferimento proiettivo nei due spazi (7). Ie equazioni di T, nelFintorno
di (0, 0'), si possono scrivere:

x' = mx ~H axix
% -+- auz

2 -+- 2anxy H- 2a13#0 H- 2anyz -+- [3]
(3.1) y' = my-+- bi2y* -4- 633s2 -+- 2&12a^ -h 2bldxz H- 2&232/3 -+- [3]

z — c330* -H 2cltxy -+- 2c135C0 -+- 2 C 2 3 ^ 0 H- [3 ] ,
dove

« 83

indicando con [3] i termini degli sviluppi in serie di grado ;> 2.
Se nella coppia (0, 0') ha luogo per T il caso cremoniano, si ha

Ad un piano generico per 1' asse y\ z' = lx', corrisponde una
superficie segata dal piano tangente {x — 0) nella curva

» = (CÏ3 — x«*a)2/« H- [3] = 0 ;

cremoniana, è che la retta stasionaria (per O') abbia in O contatto d'or*
dine s con le superficie corrispondenti ai piani della stella di centro O'.

(7) Come nelle coppie a jacobiano =$=0, anche nelle coppie (0, Of) a ja-
cobiano nullo esistono rette per 0 (rette caratteristiche) tali che ogni E2

di f 1-esso avente per tangente una dï esse viene trasformato da T in un E2

di flesso; diremo pure rette caratteristiche (per O') Ie rette tangenti in 0'
agli E2 ai flesso eorrispondenti agli E2 appartenenti alle rette caratteri*
stiche per O.

I n generale, in una coppia {0, 0') a jacobiano nullo di caratteristica 2
di una generica trasformazione puntuale T, Ie rette caratteristiche per O
(e per 0') sono 6 ; Ie rette caratteristiche per 0' giacciono nel piano sta-
zionario (cfr. V I L L A , op. cit. nella nota 2). Ciö posto, nel riferimento a cui si
allude nel testo, si assume come asse e la retta stazionaria e come assi
x, y e retta x = y = e t re rette caratterîstiche, come piano x'y' il piano
stazionario e, in questo, come assi cc', y' e retta x' •= y' Ie tre rette carat-
teristiche corrispondenti a quelle.

F ra ogni coppia di rette caratteristiche corrispondenti, la T subordina
una corrispondenza approssimata fino all' intorno del secondo ordine di
(0, O') da una proiettività (proiettività caratteristica).

(8) Segue che la direzione cuspidale (YILLA ? op. cit. neila nota 2) risulta
qui indeterminata (all' E2 di flesso della retta stazionaria corrisponde un
elemento di curva avente in O' punto triplo). Inoltre, dalla condizione
c33 = 0, segue, come già si è detto, che la retta stazionaria (x = y = 0\
giace sul piano jacobiano (c^x -hc2iy — 0).
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Pumco piano per y' taie che la corrispondente calotta sia infies-
/>

sionale si ha per X = — , ed è quindi
* «23

anz
f — cnx' = 0.

Analogamente^ 1' unico piano per xf taie che la calotta corri-

spondente sia inflessionale è

Assumendo i suddetti piani corne #'—0, y'=zO rispettivamente,
m ha

Si assumera inoltre corne punti impropri délie rette (caratteri-
stiche) x' = z' = 0, y' = z' = 0, x' — y' = z' = 0 i corrispondenti
dei punti impropri délie rette (caratteristiche) x = z=0, y ~ z = Q}

x = y = z nelle relative proiettività caratteristiche, e corne punto
unità in Ss il corrispondente del punto unità délia retta

x'—y' = 0'=O

inella proiettività caratteristica relativa alla coppia di rette (carat-
teristiche) oo — ?/ — z, x' - y' = z' = 0.

Con taie scelta, si ha

«ii = &22 = 2a l s -f- 2a13 = 2612 -+- 26Î3 = 0, m = 1.

Nel caso cremoniano, le (3.1) possono dunque scriversi

x' = x -+- 2ax(y — 0) -t- [3]

<3.2) y'^y

z' = 2cx(y —«)-+- 2dj/(a; — 0) -+- [3],
a,vendo posto

a l8 = a, 618 = 6, — c13 = c, — c23 = d (9).

Le rette caratteristiche uscenti da O sono, rappresentate corn-
plessivamente dal sistema

( axy(y — z) — bxy(x — z( -- 0
\ ex (y — z) — <%(x — 0) = 0

e quindij prescindendo dalla retta stazionaria, si riducono a quattro.

(9) ]S"otiamo, incidentalmente, che i rapporti dfc, b/a sono invarianti pẑ o-
iettivi di T in (O, 0'); è immediata la loro interpretazione geomefrica
conxe birapporti.
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4. Consideriamo fra $3, Ss' la notissima trasforinazione cubica
T che si costruisce assegnando tre reciprocità fra i due spazi e
facendo corrispondere al punto P di Sz il punto P ' di Sg' interse-
zione dei tre piani corrispondenti di P nelle tre reciprocità asse-
gnate. Com' è noto, ai piani di uno degli spazi (ad es. 5>8) corri-
spondono nell' altro (JS8') superficie cubiche aventi in comune una
curva del sesto ordine C6' (e di genere 3), la quale è il luogo dei
punti singolari della trasformazione. Ad un generico punto di C6'
corrispondono in S8 gli oo1 punti di una retta t trisecante della
sestica C6 (an aio ga a C8'), e il luogo délie rette t costituisce la su-
perficie jacobiana J di T in JS3.

Sia (0, 0') una coppia di punti corrispondenti in T a jacobiano
nullo (0 punto semplice di J non appartenente a C6).

La retta t per 0 di J è la retta 'stazionaria di T in (0, 0').
Le rette caratteristiche di T uscenti da un punto generico di

S3 sono Ie sette corde della sestica C6 uscenti dal punto (10).
Delle sette corde uscenti da 0, tre coincidono con la retta sta-

zionaria t e rimangono quindi quattro rette caratteristiche per 0.
Siano

(4.1) ^xk
mxxxk

f ^ 0 (w = 1, 2, 3),

Ie equazioni delle tre reciprocità che individuano T (Ie xt , x*'
<;oordinate proiettive omogenee risp. in S3, SB

f ; i, k = 1, 2, 3, 4).
Affinchè T osculi la data trasformazione puntuale T nella cop-

jpia (0, 0') a jacobiano nullo di caratteristica 2, è necessario (e suf-
ficiente) che introducendo gli sviluppi (3.2) di T nelle (4.1), si
aimullino i coefficient dei termini di grado < 2.

Eseguendo i calcoli si perviene alle condizioni

<4.2)L a44- = oc4g™ = an™ = a n - = a14» H- a41» - a t 4* H- a41* = 0 ,

<4.2)j a J j w - 2aa14
m — 2ca34- = aM

w — 26aM
m — 2da84

m = 0 ,

<4.2)8 aJ8
m -+- a21

Wi + 2oa14
m -+- 26a24™ -+- 2(c -4- d)a84

m = 0 .

In t roducendo Ie (^2)^ e (4.2), ne l le (4.1) e passando a coordinate
n o n omogenee. Ie (4.1) d ivengono

(4.3) -+- a14
m(a5' — x -+- 2ax^) H~ a ï 4 % ' — » -^ 26t/'») -+•

4-. «34
B>(»' -*- 2ca/» -+• 2(%'«) = 0 ,

dove Ie a n
m , atl

H1 (w = 1, 2, 3) sóddisfano al le condizioni (4.2)3.

(t0) YILLA, SulVapprossimasione delle trasforwiazioni puntuali fra due
spazi medtante trasformasioni cremoniane. « Bend. di Matematica », s er. V,
Tol. III, p. 216, 1942.
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Di qui, sostituendo aile (4.3) opportune combinazioni lineari df
esse, si trae che le trasformazioni cubiche T osculatrici la T in
(0, 0') sono le seguenti

x' — x — 2a(y — z)x' H- \(xy' — yx') -+- (>,# -j- \y -+- \%)z' = 0

y' ~y — 2&(x —

xt-¥-dy') +-vo(cct/'

le Xft, jxh, vh (h~0, 1, 2, 3) essendo costanti arbitrarie.
Segue: le trasformazioni cubiche T osculatrici la T in (O, O')*

Si noti che, in generale, non esistono trasformazioni quadra-
tiche che osculano T in (0, 0') poichè, mentre le direzioni carat-
teristiche di T uscenti da 0 sono quattro, in una trasformaztone
quadratica T2, in una coppia (O, O') a jacobiano nullo di caratte*
ristica 2 (O semplice per la jacobiana), le direzioni caratteristiche
uscenti da O sono oo1 se Tg è di la o di 2a specie, oppure sono tre
se T2 è di 3a specie (u).

(u) Infatti, nella trasformazione quadratica di prima specie i due spazi
&3, JS3' sono nelle stesse condizioni e, in ciascuno di essi, si hanno unr
punto singolare P e una conica singolare C. Se O è un punto del cono
proiettante C da P (cono che col piano n di C costituisce la jacobiana),,
le rette caratteristiche uscenti da O sono le generatrici del cono proiet-
tante C da 0(0 non appartiene a n) mentre la OP è la retta stazionaria
(cfr. VILLA, op. cit. nella nota 10).

Kella trasformazione quadratica di seconda specie, in Sz si hanno una
retta d (doppia) e tre rette a% (i •= 1, 2, 3), appoggiate a d, singolari, in
Sf% una retta d' e tre punti P\ singolari. Se 0 è un punto délia qua-
drica Q luogo délie rette che si appoggiano alle at (Q assieme ai piani dat

contati due volte costituisce la jacobiana), le rette caratteristiche uscenti
da 0 sono le oo1 rette che si appoggiano a d, mentre la génératrice di Q
per O che s' appoggia aile a% è la retta stazionaria. Se 0 appartiene ad
uno dei tre piani d'P%', ad es. dfPL' (i piani dfP%' e il piano dei punti P%

f

costituiscono 3 a jaeobiana) le rette caratteristiche uscenti da 0 sono le
0P2

f, OPZ' e le oo1 rette che si appoggiano a d' (cfr. VILLA, op. cit. nella
nota 10).

Infine, nella trasformazione quadratica di terza specie, in /S3 si hanno
tre rette d% (doppie, coneorrenti in un punto P) e una coniea C singolari,,
in JS3' quattro punti P t ' , P' e un piano TC' per P' singolari. Se O appar-
tiene a 7t' \nï e i tre piani individuati da P' e da due dei punti P t ' costi-
tuiscono la jacobiana), le rette caratteristiche uscenti da 0 sono le tre rette
0P%', mentre la OP è la retta stazionaria. La jacobiana in Sz è una su-
perficie doppia (Cfr. VILLA, op. cit. nella nota 10).
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5. - Dato in Sz uh sistema lineare 2 oo8 di superficie algebriche,
si dira retta stazionaria in un punto semplice P délia superficie
jacobiana la tangente comune in P alle superficie di 2 passanti
per P. Dai nn. 2, 3 segue:

Condizione necessaria affinchè un sistema lineare- oo3 di super-
ficie algebriche delV S3 (d' ordine n > 1), a jacobiana non indetermi-
wata, sia omaloidico è che, in ogni punto semplice délia superficie
jacobiana del sistema^ la retta stazionaria appartenga al piano ivi
tangente alla jacobiana.

Si ha pure:
Dati quattro polinomi f, cp, ty, x> omogenei e dello stesso grado

n :> 1 nelle variabüi Xj, x2, x,,, x4, linearmente indipendenti, a
jacobiano J non identicamente nullo, condizione necessaria affinchè
la trasformazione j x = f, j t — <p, y3 = ty, y4 = x s^a cremoniana è

i polinomi f, cp, ̂ , x siano tali che U polinomio

/Vi — ?/*! fa* — TA A's ~ ?/i
(5.1) h-M f^-tA f+.-+A

.sia divisibile per J oppure sia identicamenbe nullo (12).
Infatti, consideriamo il sistema lineare 2 oo3

(5,2) \f -*- [xcp - 1 - v^ - H px = 0 ,

ŝ K-j v) P parametri. Sia P(a5ls 052, x%, xA) un punto semplice della
superficie jacobiana J =zQ del sistema. La superficie generica
della rete E che il punto P stacca dal sistema 2 ha per equazione
la (5.2) dore

(5-3) AJ H- (jup H- v^ H- px = 0

iin cui ƒ, cp, ïf, x sono i valori assunti in P dai polinomi /, cp, ̂ , x).
Ricavando dalla (5.3), per fissare Ie idee, il parametro X, la su-

perficie generica di B puö scriversi

(5.4) f47? - cpH + v(f + - +ƒ) -H p(fx - Xf ) = 0.

Siccome due delle tre superficie che indiYiduano E (ad es. la
y<p _ cpf—O e la f | — ̂ /"r=0) hanno in P punto semplice, la retta
atazionaria, asse dei fascio dei piani tangenti in P alle superficie

(12) Con indici in basso si indicano derivate parziali rispetto ad x1? xtJ

w%% x4 (cosï, ad es. fi = — , ecc).
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di i?, ha le equazioni

2 (ƒ ?» - ? Â)x, = 2 (f À, - f / > , = 0 (< = 1, 2, 3, 4).

Affinchè questa retta e il piano jacobiano

si appartengano è necessario e sufficiente (dato che la retta e il
piano hanno in comune già il punto P) che si abbia

(5.5)
% — ff,

= 0 (j=l, 2, 3) H

Se il sistema (5.2) è omaloidico, la condizione (5.5) deve essere^
soddisfatta in ogni punto semplice délia jacobiana, il che avviene
appunto quando e solo quando il polinomio (5.1) è divisibile per
J oppure è identicamente nullo (14).


