BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

GIUSEPPE PALAMA

Saggio di una nuova trattazione delle
multigrade

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol. 3
(1948), n.3, p. 263-278.

Zanichelli
<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1948_3_3_3_263_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale é consentito liberamente
per motivi di ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per
motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare
questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAT & UMI
http://wuw.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1948_3_3_3_263_0
http://www.bdim.eu/

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Zanichelli, 1948.



Saggio di una nuova trattazione delle multigrade:
Nota di GiusepPeE Parami (a Lecce).
‘Sunte - Riportiamo in questa Nota i pii importanti )‘z‘sultati relativi, alle
mulitgrade sotto forma nuova che rende facilissime molte dimostrazioni.

Accenneremo poi a delle curiositée numeriche ed a delle interessanti ap-
plicazioni delle multigrade.

Car. I.
I TEOREMI FONDAMENTALI

L. Si dice uguaglianza multigrade o semplicemente multigrada la

~ k .
{1) Ayyoeey Qp=Dby, ., by, k=m,, .., m,),
che sta per il sistema
b4 q ’
(2 Zat=2br (id.)
' i=1 i=1
Si serive poi
r
(3) Oy ies Gp=by, ., by

invece di (2), quando & m; =i e la (3) vien detta di grado o di os-
dine r.

Per maggior concisione noi diciamo la (3) una =, oppure una

7 .
=(p) se p=¢q, ed inoltre scriviamo

m
R by, ., by,
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al posto della (1), se gli m, sono in progressione aritmetica con ra-
gione d essendo m, << d il 1° termine ed m, = m V'ultimo. Cosi le

2m 2mp + 1
Wy enney an—‘Tb,,..., [ Ay “pz“fbl----, by,

stanno rispettivamente per le

k k
)y ey Gp=b,,y... Dy, @)y ey Bp=by,.., b,
(=2 4,.., 2m) (k=1 3, .., 2m + 1)

che hanno molta importanza nell’argomento che trattiamo.
Anche queste due ultime multigrade le indichiamo semplice-

) "
mente con 2'(1)). se p=>¢: o0 con :2:(p, g). ove p > @. se preme pre-
cisare il numero dei.termini di ciascun membro (').

2. Becco ora il teorema fondamentale di TaArry (3 d'immediata

dimostrazione.
Tror. 1° (di TArRY. - Se &

. %
(4) Ayyoey by, b,
& amnche
1
(5} @yee, @p, by +hy.., b+ h it by by @, + 0y, @, + ke

ove h & un intero arbilrario, non nullo.

3. Sostanzialmente identico al teor. di TARrY & il seguente dello
Hscorr (3):

(3) « Quart. Jour. Math. », (1910), pp. 141-67.

(') Primi esempi di multigrade si debbono a CHR. GOLDBACH, (una 5(4)
parametrica, in una letteca ad EULERO del 18 luglio 1750), e ad EuLERO
(un’ altra dello stesso tipo, in una lettera a GorLDBACH del 4 sett. 1751).
L. E. DicksoN, nella sua History of the theory of numbers, 2% ed., (1938),
vol. 2° dedica alle multigrade il cap. XX1V. Recentemente poi & stato
comipilato un lavoro da A.GLoDEN in cui sono riportati i principali risul-
tati relativi alle multigrade: Cfr. A. GLODEN, Mehrgradige gleichungen,
27 ediz., (1944), Groningen, pp. 102. Hstese notizie bibliografiche si trovano
in'A. GLODEN et G. Pavrama, Béibleographie des multigrades avec quelques
notices brographiques, Liussemburgo (1948), pagg. V-64.

(*) « I’inter. des Math. », vol. 19, (1912), pp. 219-21. Cfr. inoltre Bar-
BETTE, Formation des identités & tous les degrés, Congresso di Grenoble del
1925 dell’ Ass. Frang¢. avac. sc.
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TroR. 2° (di Bscorr). Se F(x), G{x) sorno due polinomi con coef-
ficienti inter: aventr i promi v termini uguali, allora F(X)G(x -+ h)
e G(x)F(x + h), ove h & un intero won nullo qualsiasi, hanno mvece
wguali v loro prume r + 1 lermins.

4. Con il teor. di TarrY, largamente impiegato nelle multigrade,
si possono stabilire agevolmente sistemi di identith del tipo

(6) @+ ..+ af =0+ ...+ b perk=1,2, .., m,
qualunque sia m.
Aumentando m perd anmenta in generale s nella (6). Difatti

se la i iniziale & una i(191), le i(10,, (=2, 3,.., m), che si trag-
gono con la successiva applicazione della (5), hanno in generale
=2, =2 3,.., n).

La scelta opportuna di i perd mnella (5) pud ridurre il numere
dei smoi termini talvolta nofevolmente.

Per es. dalla

4
(7) 1, 5,9, 17, 18 -2, 3, 11, 15, 19
5 =
con la (5) per h = 4, anziché avere una =(10), si ha la 2(6) che segue
5
) 1, 6,7, 17. 18, 23=2; 3, 11, 13, 21. 22,

potendosi eliminare i termini 5, 9, 15, 19 comuni ai due membri-
di essa.

n +1

5. Nella (5) che & una {2p), si ha 2p minimo attribuendo
ad h il valore della differenza di maggior frequenza fra due ter-
mini sia del 1° che del 2° membro della (4).

Cosi fra tali differenze relative alla (7) che sono

4, 8,16 17, 4, 12, 13, 8, 9, 1: 1. 9, 13, 17, 8, 12, 16, 4, §, 4,
st nota che quelle di maggior frequenza sono 4 e 8 e si & avuta la (8}
assumendo appunto h — 4.

6. Ma in una —ﬁ-(p) non pud essere p <<n. Infatti sussiste il se-

Teor. 3° (di BAsTIEN) (4). - Se la (4) non é una multigrada ba-
nale, cioé se' gle a, non sono une permutazione dei b,, non pud es-
sere p<<m.

(4) « Sphinx-Oedipe », vol. 8°, (1913), pp. 171-2.
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Difatti se sono gli @,, b; radici rispettivamente, delle

xf + A + .+ A,=0,
x? + BxP~! + ...+ B, =0,

eon le
SJ —+- AIS‘I—I ~+ ..+ A,_XS +jA. - 0

T; + B,T;_, + .. + BT, +jB; =0,
ove :
Si=a,+ ... +a,, T,=b°+ ..+ b,
per la (4), 'se fosse p<<n. si ricaverebbe A, — B,, =1, 2,.., p),
e gli «; sarebbero una permutazione dei b,.
" Lo 1 s

Tna =(p), in cui'é p=wn + 1, in cui ciot p ha il minimo va-
lore possibile, si dice una multigrada normale, (od ideale), dell’ n-mo
-ordine.

n
Sono molto interessanti le =(n + 1).

7. La () applicata per es. alla

1, 91=4, 6
«da successivamente per
h=2 1,8,933, 4, 11
—1 1, 581222 3 10, 11
- 4
h=17 1,5, 9,17, 18=2, 3, 11, 15, 19
h=8 1, 5, 10, 18, 23, 272*2 3, 13, 15, 25, 26
h=13 , 10, 16, 27, 28, 38 39623 13, 14, 25, 31, 36, 40

h—11 1, 5, 10, 24. 28, 42, 47, 51 L2, 3, 12, 21, 31, 40, 49, 50

T notevole questo esempio. perche delle precedenti ben cinque

‘sono mormali. ’
. n

Si conoscono i (1 + 1) per n << 9, parametriche per » << 7, nu-

meriche due per » = 8, una soltanto per % —
n )

Per n =10 il p minimo delle  (p) stabilite si desume dalla se-

<mente tabella,

i

” {10]11 12i15 14*|15*16%|17%|18*19* 20*‘ 21 22. 23 24 25

{pi14 14 ‘ 30 30 38 148 {58 |58 |65 '86 100‘<200 <400 | < 800
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I risultati relativi ai valori di » segnati con asterisco sono del
sig. Gropra (%).
Sono state date inoltre dal sig. DORWART (°) delle successioni

di multigrade dette « sequenze » del tipo i('a' + 1), G=mn, n+1,..),

9

a mezzo dell’ applicazione ripetuta del teor. di TARRY. Le =(¢ + 1),
(i=1, 2,3, 4,5), del n. 7 costituiscono appunto un esempio di tali
seguenze.

8. Si noti che negli esempi di Z(p) riportate in alto &

9 W + Gpyy—; = by + b, = costante, (c =1, 2,.., g)
se n © dispari: e ' .
(10) a; +b
se m e pari.
Perd vi sono multigrade in cui ¢id non si verifica. Eccone per es.
alcane
-2
(11) 1, 6, 9=3, 3, 10
3 »
1, 10, 12, 23 =3, 5, 16, 22
4
1, 10, 14, 27, 33=3, 5, 21, 22, 34.
Le {4) che soddisfano a (9) od a (10), a seconda della parita di #,
si dicono autocomplementari, (o séimmetriche). Sotto alcuni aspetti

pa1—i — costante, (t=1, 2, .., p)

sono notevoli le =(p) non autocomplementari, e sotto altri invece
le autocomplementari come si vedrd in seguito.

R s
Bsempi di =(n + 1) non autocomplementari si conoscono sol-

tanto per m <5, e sono rarissimi gli esempi noti di =(p) non auto-
complementari per » > 5, con ) sufficientemente piccolo (7).

9. Notiamo ora il seguente utile
Teor. 4° (@i Frouov (%). — Se vale la (4), vale anche la

(12) Aa, + B, .., Aa, + B= Ab, + B, ..., Ab,+ B,

se A e B somo due interi.arbitrare.

(°) Cfr: H. Gupta, On sums of powers. « Indian Ac. of Sec.», 4, (1936),
pp. d71-4.

{6) Ctr. H. L. DORWART, Sequences of ideal .solutwfns in the Tarry-
Escott problem, « Bull. of the Americ. Math. Soc. », vol. 53, n. 4, (1947,
pp. 381-91.

{7) Noi percid abbiamo pmposto in « Intern. Recherches Math », fase. 11°,
(1947), p. 76, la ricerca di tali multigrade non antocomplementam normali
o con’'p sufﬁclentemente piccolo.

(®) « Bull. Soc. Math. de France », vol. 17°, (1888-9), pp. 69-83;.vol. 20°,
(1892). pp. 69-84. ‘
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La (4) e la (12) si dicono fra loro equivalenti. Due multigrade
equivalenti si ritengono non distinte. Si stabiliscono agevolmente

criteri per riconoscere se due =(p) sono o no fra loro equivalenti.
Si dimostrano assai agevolmente var: teoremi (°) relativi ad umna

€

” a
—(p) autocomplementare applicando la-(12) per A =1, B— — 5

se ¢ & il valore della costante delle (9), (10). Pertanto & opportuno

. n,oo.. . .
scrivere una =(p) autocomplementare oltre che con i termini tatt
positivi e con il minore uguale ad 1, come solitamente si fa appli-

. . ce . €
cando, se necessario, la (12), anche con 1 terminmi diminuits d& 5-
Allora la (}) assume uno dei due aspetti seguent:

"
=@y ey — By Qyyoney Gp=—Dby, ., —Db,, b, ..., b,
se p=2r ed n & dispari;
n
Apyoeey Q= —~ Uyy ooy — G,

ne n €& pari;
la prima delle quali & meglio scriverla cosl

(CY] ) ,., =a,
od anche

+ (@, ., @)= 2 (by. ..., B,).

In generale si dice che la (4) & sotto forma ridotta se o, = b, = 0
e se (a,, b)=1. Per es. una autocomplementare sotto forma ridotta,

"
se n & dispari assume I’ aspetto di (4). Due =(p) che hanno una
stessa forma ridotta sono equivalenti.

10. Bcco ora un nostro teorema (%) analogo a quello di TaRrRRY.
TeoR. 5°. - Se vale 14 (4). vale anche. se k & un witero arbitrario
a) la
n+ 1
oy @y, K—b oo, b b, =—=0b,,.., b, k—a,... k—a,.

se n é dispare;

(%) Ofr. PaLaMa, Un teorema analogo a quello di Tarry. Osservaszioni
su altry note. Applwazwm*, « Atth Sem. Mat. e Fis. di Modena ». vol. IT,
(1947-8); Generalizzazione dv due teorema sulle uguaghanze multigrade, su
delle trasformazione duv esse e sulle multigrade a catena, < Rend. di Mat e
delle sue Applicazioni », fase 19, (1947); Teoremr relative alle uguaghansze
multigrade, cfr. questi stess1 Rend., fasc. III-IV, (1947).

(19 Cfr. G Parvama, Un teorema analogo ecc., ¢. wu (%).
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b) la

n+ 1
By Opy B —a,, k—a,

by, by, b —byye, B — by,

se n & pars.
Hsso si dimostra subito. Anche ora scegliendo opportunamente
il valore di %k si ha il piut piccolo possibile numero di termini.

Se la (4) ¢ autocomplementare i teor. 1° e 5° danno la stessa

1:'—;’:_=1 Per provarlo basta mettere sotto forma ridotta la (4) e poi

applicare il teor. 5°. Ma quei teor., se la (4) non & autocomplemen-
tare, danno risultati differenti ed in numerosi esempi si sono avute

m+1 . .
delle =—=== piu interessanti con il teor. 5° che con il 1°.

Per es. dalla non autocomplementare (16) il teor. 5° da ben

3 3
cinque -(4); mentre le =(p), con il p minimo, che si traggono
dalla (16), con la (5), hanno p =5.
Vedremo fra breve altri teoremi che richiedono per la loro ap-

7 .
plicazione = non autocomplementari.

Cap. II.
ALCUNI ALTRI TEOREMI NOTEVOLI1

i. Le 2 autocomplementari danno subito delle ’%

, difatti

weritta la = nella sua forma ridotta da essa si ricava:
a) se n—=2m
2m ~— 1

2a,, ..., 2a, —2—-—0,
eioe
2m — 1
Brs ey Uy = 0:
b) se n=2m + 1, p=2r
2m
2a,,.... 2a, 9 2b,, ..., 2b,,
ossia
2m

Gyyoon s a,?b,,..., b,;

sussiste gquindi il
Tror 1° (). - Dalle autncomplementari, con ¢ quale valore della
costante
Wyyoey By==by, .., b,.
a4....,a2m+1b”""b” p=2r)

»

141y Cfr. G. PaLama, Teoremi relative ecc., c. 1 (9).
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st ricava rispettivamente

2m — ;
Ay, ., 4, _m —0 essendo Aizai—-—g, =1, .., p),
2m
A,,‘..,A,::Z—-Bl,...,B,, ove A, —a;,— 5, B,=b, — 2,

E=1,.., ).

6 7
Applicazione numerica. -~ Lie =, = del n. 7 del Cap. 1°, seritte
sotto forma ridotta, danno rispettivamente

. 6 ’ -
— 89, — 31, —21, — 9, 3, 15, 35, 37 = — 37, — 35, — 15, — 13 9, 21, 31, 39.
4+ 25 =21, + 16, =+ SN 93, 4-14, =+ 5,
dalle quali si ha percib rispettivamente

13, 15, 35, 3"53.9, 21, 31, 39,

O‘

2, 16, 21, 25 , 5, 14, 23, 24.

2. Notevole & anche il seguente teorema inver so del precedente (**)
di facile dimostrazioné.
TeoR. 2°. — Se ¢

n .
By lp g by,..., by,

e anche, se t & un numero arbitrario:
a)sen épari e q=p

iap-+t'1b+.:i:bl+t>"" ib,%*t;

*=aq, -+ 1, ..

2

b) se n & dispari
1
€ty Gy bty — byt by 4 b e = by fy o, byt — by, - @t
Da questo teorema e da quello di BasmieNy segue che in une

n . o P ) n
D) (P qua;lfwn’q.ue sia la parita di n, non pud essere p<< [@] senz

n . .
che la,z;j (p), sia banale.

n .
5 stabi-

&

lite indipendentemente dal teorema di TarryY. Somo percid utili
per es. i due seguenti teoremi (':

3. Per P applicazione del teor. 2° sono necessarie delle

(12) Cfr. A. GLODEN, c¢. in (1), pp. 21-3.
(19) Idem, pp 44-6 cui rimandiamo anche per le dimostrazioni.
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Teor. 3° (di BIrck). - Se. &

. 4
(15) al: a29 a3 561’ bza b3:
& anche, purcheé sin
(14) a; F * (a, + a,), b, 3= 3 (b, + by).
Uy + Gy Gy — Gy + Qs b Oy, By — Oy + Gy, Oy + By — . 2b,, 2b,, Zbgg

b,+by,+b;, —b,+ by+by, b, b,+b;, b,+b,—b,. 2a,, 2a,, 2a,,
(x=1, 2. 4, 6, 8).

Tror. 4° (di GLODEN). - Se valgono le (13), (14) ed e inoltre

(15) a, + Ay — a3 = 2(b, + b, — b;) = 4h,
é anche :
(16) 2a, — 3h, 2a, — h, 2ay — 3h, 2a, —h, 20, + h %

2b, — h, 2b,— h, 2a; + h. 2a, + 3h, 3h.

Questi teoremi non sono perd indipendenti. Noi difatti abbiame
per es. dedotto dal teorema di BIRCK quello di GLoDEN ed altri
ad esso analoghi (*'), a mezzo del teorema inverso di guello di
TARRY (*%).

4. Applicazione numerica. - Per es. dalla

4
2

essendo soddisfatta la (15) avendosi

(17) 20, 37, 21 = 12, 35, 29,

20 +37—21 =2x<(12+35 —29) = 4> 9
con la (16), si ha
13, 31, 47, 65, 67 ;r; 15, 27, 51, 61, 69.

La stessa (17), per il teorema di Birck. da invece la

2, 12, 18, 19, 29, 35, 39~ 3, 9, 20, 21, 26, 37, 38
(@=1, 2, 4, 6, 8).

(1) Cfr. G. ParaMA, Un teorema analogo ecc., c. in (%).

(**) Cfr. Ip.. Teoremi relativi ecc., ¢. in (°). Per avere  che occorrenc

per 1’applicazioni dei teor. di Birck e di GLOLEN, efr. per es. Gr. PALAMA,

. 2,4 .
Metodi per avere soluzioni parametriche della a,,.., ap Z22b e by nei

casi p=23, p—=4%. « Rend. Mat. e delle sue Applic. », fasc. 1° {1947},



272 G PALAMA

5. Due teoremi interessanti sono ancora i seguenti di facile di-
mostrazione
Teor. 5° ('%). — Se vale la (4), in cwi p ha un valore arbitrario
maggiore di n, vale anche:
a) la
n + 3
Wpyees Opy, B—byy e, B—b,=——b,,.., b,, &k a,,.,k—a,,
se n & dispari;
b) la

Ayyoeey Ay, E—ayy ey b— a, =

Se n & pari;
quando in entrambi i casi si fa

‘2( Tﬂ-l-z —_ Sn-}-z)

{18) b= 2T — S,y

in cui si & posto

T,=b+..+by S, =a+..+a,.

. 3
B notevole questo teorema, perché si passa da una L(p) diret-

tamente ad una n+3 (2p), qualunque sia p >> n. perd la sua ap-

plicazione richiede una = (p) non autocomplementare, altrimenti si

L, E1‘3(2[)) banale.

Difatti se la (4) & autocomplementare, scritta essa nella sua forma
ridotta dalla (18), risultando T,,, — S,,,. =0 qualunque sia la pa-
rith di », si ha k=0 e quindi il teorema precedente da :

otfiene una

n + 3

*+a,,..xa,, 3b,,., b, *+b,.., xb,, Fa,,.., *a,
se n & dispari;
n + 3
Gy gty Qpy ==y ey — Oy == — Qe — gy Gy y Gy

se # & pari,
che sono appunto banali.

"

Il passare da una =(p) ad un’altra equivalente non mfirma 1l
risultato ultimo, come & ovvie. Difatti a mezzo della (18) si dimostra
che se dalla (4) con il teor. b° si ha la

n + 3
(19) A, .., 4, B, ..., By,,

('8) Cfr. G. PavaMa, Generalizzazione ecc., c. in (?), e A GLoDEN, To
Theorems on multi-degree equalities, « Amer Math. Mont », vol. LIIL n &,
aprile (1946), pp. 205-6.



SAGGIO DI UNA NUOVA TRATTAZIONE DELLE MULTIGRADE 273

lo stesso teorema applicato ‘alla
w

@+t oy 0+ E=by + ¢ .., b, + 1,
da invece la :

3
A 4+ b, Ay + b

-Bl—e—t,v..., B,, +t.

che & equivalente alla (19).

6. Sono da mnotarsi i casi p—=mn + 1, p=n + 2, perche in eun:
trambi, si ha dalla (18)

28,
k=1
purché sia in piu nel 2°. '

@, - a’i e gy g = bl ° b2 . bu+2 .

Sotto queste due ultime forme il teorema perd era gix noto (V7). -
7. TroR. 6° (di GoorMAGHTIGH (*%). - Se vale la (4), vale anche la

(20) W+ Uyooey Qp+ U =b,+u,..., by +u, (x=1,2,..,%, n+2),
- 4

purcheé st faccia
k
W —= — é s
essendo k dato dalle (18).
Si noti anche questa volta il caso p=m + 1, in cui risulta
. S, k
=T e 1
Se la (4) & autocomplementare risulta u —= 0 e quindi la (20) da

*Fa,..,ta.=b..., b, (k=1,2.,n 0n+2)

r?
se n & dispari; e
, Qpyeny Oy = — Oy ey, — Gy id.
se n & pari;
che sono del tutto ovvie.
Si dimostra subito anche ora che il teorema di GOORMAGHTIGH

da la stessa mutigrada finale se si applica a due 2(10) fra loro
equivalenti.

‘ »
I/ applicazione dei teor. 5° e 6° & pilt agevole se la = & sotto

(") Cfr. A. GLODEN, c. in ('), pp. 26-9. Il caso p =m 1 era stato-sta-
bilito da A. GLODEN, « Gazeta Mat. », (1940), pp. 198-200.
(*8) Sphinx-Oedipe, (1939), pp. 54-55.
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forma ridotta. Cosi se la (4) ¢ sotto forma ridotta ed & mnormale
essa senz’ altro sussiste per i valori 1,2.... %, n +- 2 dell’ esponente,.
perché essendo S, =0, & anche u = 0.

Cap. 3.
COURIOSITA NUMERICHE — APPLEICAZIONI

1. Curiosita numeriche. - E. CBsARO (') trovd che i primi 9 nu-
meri della serie naturale soddisfano alla

2 2
2, 4,9, 5=5 1, 6 858 3, 7

in cui sono ripetuti soltanto i numeri 2, 5. 8; mentre E. PROUHET ()
notd che 1, 2, .., 27, possono essere separat-i in tre gruppi che sod--
dlsfano alla : )

1, 6. 8, 12, 14, 16, 20, 22, z/‘ﬂ,‘; 9. 10, 15, 17, 21, 23, 25 2
=3, 5, 7. 11, 13, 18, 19, 24, 26,

Quest’ ultimo Autore affermo inoltre che in generale ¢i sono n"™
numeri separabili in % gruppi di #»”! termini tali che la somma
delle loro k-me potenze & lo stessa per tutti i gruppi, se k <m.

Un rlsultato analogo fu stabilito da E. N. BARISIEN () il quale-
trovd che 1, 2,..., 32 soddisfano alla _

1, 8, 10, 15, 20, 21, 27, 30£2, 7,9, 16, 19, 22, 28, 29i

Do

23 6,12, 13, 18, 2. 25, 32 24, 5, 11, 14, 17, 24, 26, 31.

G. TARRY () stabili invece che i primi 2%2a -+ 1) interi pos-
sono essere separati in due gruppi di 2"—'(2a + 1) interi le cui
somme delle {-me potenze per {—1,..., n sono fra loro uguali.
Per a =1, n =3, si ha

1,3,7, 8,9, 11, 14, 16, 17. 18, 22, 24 > 2, 4.5, 6, 10, 12, 13, 15, 19, 20. 21, 23,

in cui vi sono appuntl tutti i numeri 1. 2,.., 24 senza alcuna ri-
petizione.
E. Mior (*)) generalizzando il precedente risultato notd che

(**) « Nouv. Corr. Math. », 4, {1878), pp. 293-5. Domanda di F. ProTH.

(**) « Comptes Rendus », Paris, 33, (1851), p. 225.

(*) « Mathesis », (4), vol. 1°, (1911), p. 69.

(*?) « I’ Inter. des Math. », vol. 19°, (1912), p. 200.

(%) Id., vol. 20°, (1913), pp. 64-5. Ctr. ivoltre G. PALaMA, Somma ter-
mine a termine e sequenze di multigrade- Multigrade a catena- Applicazioni
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2"(2a + 1) qualsiasi numeri in progressione aritmetica possono es-
sere separati in due gruppi aventi pori=1,...,n.se ¢ =0, n>1;
per t=1,.., n —1, se a=0. Questa generalizzazione segue im-
mediatamente dal precedente caso per la (12).

2
Infine sono state notate delle = in quadrati magici (**). Per es.
nel seguente

16 3 2 13

5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1

che si trova in un quadro rappresentante la « Malinconia » di
A. DURER, i numeri delle righe 1% e 4%; 2% ¢ 3*; e delle colonne

2 .
1* e 4*; 2* e 3% sono appunto termini di =(4), avendosi ad es.

2
16, 3, 2, 134, 15, 14, 1.

2. Applicazione delle multigrade al problema di Waring (*5). ~
Le multigrade danno un contributo al problema di WaRING.

di prossima pubblicazione negli « Atti del Sem. Mat. Fis. dell’Univ. di
Modena », ove sono indicati tutti i modi in cui in alcuni casi i primi interi
della serie naturale possono ripartirsi negli elementi di una multigrada a
catena. Ricordiamo che si dice multigrada o catena la
: n n n
A s Oy p=qg 1oy Bgp= =08y 1,0, Gy o

di ovvio significato e-che ciascun membro di essa si dice un elemento della
multigrada a catena. Cfr. anche L. c. in (8). ) ‘

(**) Cer. A. MOESSNER, « The T6hoku Math. Jour. », marze 1937, e-J. L.
BurcENALL and T. W. CHAUNDY, a fype of magic square in TARRY’S pro-
© blem, « Quart. Jour. Math. », vol. 8, (1937), pp. 119-30. Diverse altre no-
tizie, bibliografiche, si trovano per es. in A. AUBRY, G. Tarry et les carrés,
magiques, « Congrds As. Fr. av. Se. di Grenoble » del 1925,

() Cfr. DICKsON, c. in (!), pp. 717-29 in cui vi sono notizie relative al
problema di WARING aggiornate soltanto perd sino al 1920. Ma del pro-
blema vi ® un’ estesa interessante bibliografia posteriore anche a tale data.
Particolare contributo a questo problema a mezzo delle multigrade & stato
datc da E. M. WriGgHT. Cfr. per es. di questo Autore: On sums of k — th
powers, « Jour. of the Math. Soc. », vol. 10, (1935), pp. 94-9; On Tarry’s
problem: (I), « Quart. Jour. Math. » Oxford Series, vol. 6° n. 24, (1935),
pp- 281-7; (II), id., vol. 7° n. 25, (1936), pp. 43-5; (I1X), id., vol. (8°), n. 29,
pp. 48-50. '



‘276 G. PALAMA
Difatti per es. dalla
7
13, 31, 47, 65, 67 9 15, 27, 51, 61, 69,

7
(che si ricava applicando-alla —(8) del n. 7 del Cap. 1° la (5) per
h - 19 e poi il teor. 2° del Cap. 2°), avendosi

T 31T 4 4TT 4657 67 =15 + 277 4+ 517 + 617 + 69,
si ha anche

137 4 817 4 476+ 657+ 677 -4 N7 = 157 + 177+ 517 + 617 + 69"+ N7,

se N & intero positivo arbitrario. Pertanto esistono infiniti numeri
che sono rappresentabili in due modi come somme di sei 7-me
potenze. ’

Percid''a mezzo della tabella del n. 7 del Cap. 1° e del teor. 1°
del Cap. 2° si giustifics subito la seguente tabella in cui & rias-
sunto il contributo dato dalle multigrade al problema dell’ esistenza
di infiniti numeri rappresentabili come somme di m potenze p-me.

P fis‘q 10111 1211314 13|16 17118 19!20 21 21+r (r_l, yee)

f”h“fr"“ﬂ"_ﬂ ______

12116 |17 (16 |20(25 31,30 |34 | 44151 <27><50+1
| ! :

si moti che per p == 11. 13, 17 non si lm m == 11, 16. 30 perche le
i1

corrispondenti i (sono dele 5 (11, ()) 5 (16 14). = (30 28) ri-

spettivamente.

3. Applicazione delle l=l:(n + 1 al calcolo dei logaritmi. — E notis-
“sima la serie

: M 1

(21) log 3 = (k Ll A5 ] toge,

. . M- N . Lo N
in cui & k::ﬁ'—{-"N’ ed e & la base dei logaritmi neperiani.

Le ﬁ(%'—{» 1) fornisconoe il mezzo di rendere facile il calcolo dei
logaritmi a mezzo della (21) che ne & resa rapidamente convergente.

Basta costruirsi, a mezzo del teorema di Escorr, i polinomi M
ed N di ugual grado. aventi interi gli zeri e differenti soltanto
per una costante che conviene che sia’ la minima possibile.
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Cosi per es. DELAMBRE (**) prese
M=a"+pg+q N=a'+px—gq,

con gli zeri a,b, —a—b, —a, — b, a+ b soddisfacenti appunto ad

a, b, -——a—bg—a, - b, a +b.

Per p =3, q =2, (valori considerati da BbRDA), e ad es. per
x = 28898 (¥"), abbiamo a mezzo della (21)

- 20 5¢ 39 5 7 5< 13" 19° < 43
210g 15 =log | 5 i1k 175 377
. o
e (26@66279000049 - .| loge.

Ora, del priu'lo termine della serie, 260662'71)000049’ uguale a
0,00000000000008..., si pud prescindere se si richiede log 71 con 13
cifre decimali esatte. :

Bscorr ha dimostrato che si pud caleolare log 43867, (il numero
primo 43867 & un fattore del 9° numero di BERNOULLI), con 72
cifre decimali esatte, usando il 1° termine soltanto della serie ot-
tenuta con due polinomi di 6° grado.

4. I/ wnita come radice multipla di certe equazioni. — Le -%=(n+1)
consentono di vedere se le equazioni del tipo

2 4 2" A o P — 2’ — o

. — 2l =0
ammettono 1’ unitad come radice multipla.

Per es. si ha facilmente che ’unitdh & radice quadrupla della
(22) f@) = a2+ a® + 2® +x — " — ' — 28 — 2 =0,
dovendo essere

fO=1Q)=f"=f"(1)=0,
se vale, come vale difatti, la
23 1, 5, 8, 1222, 3, 10, 11,
i cui termini sono gli esponenti della (22).

Sussiste una proposizione generale del tutto ovvia e la sua in-
versa.

{#6) Ctr. Tables tm‘gonomé'triques décimales et tables de légarithmes poar
J. C. BorpA, augmentées et publiées par DELAMBRE, Paris, an IX,‘(1800-1).
Introduction.

(*) Cfr. BscorT, « Quart. Jour. Math. », (1910), pp. 141-57.
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5. Riducibilita di alcuni polinomi. - H. L. DorwarT ed OYSTEIN-
ORE (**) hanno dimostrato che il polinomio

(24) f@) = alx — @) .. (@ — @,) %,

con x; F=,; ¢ p primo & irriducibile per n - 6 se » & dispari, e che
si possono avere soltanto due fattori di grado 5 se m & pari.

Inoltre H. L. DORWART (**) ha dimostrato che le condizioni per
la riducibilitd di (24) sono in sostanza equivalenti al problema della

ricerca di una 2'l/*(n -+ 1).
Per es. la (23) da

fla) = (& — 1)(x — 2)(a — 3)(x — B}l — 8)(x — 10)(x — 1)z — 12) +179=
= [ — 1)f@—>5)(x — 8)(x — 12) + 179][x — 2)(xc — 3)(x —10)(x—11)—179].

6. Polinomio di grado n che assumono 2n wvolte il valore = N. ~
Un polinomio di grado # non pud assumere piu di » volte un
valore + N, perche tale polinomio assuma anche % volta il valore
opposto — N, H. L. DorwaRT (%), ha dimostrato che occorre co-

struire tali polinomi, avvalendosi delle z (n + 1), come si vede nel
seguente esempio oftenuto a mezzo della (23). I1 polinomio

(@ — 1)(® — B)(a — 8)( — 12) + (@ — )& — 3)(w — 10)& — 11,

assume 4 volte il valore 180 e pure 4 volte il valore — 180.

7. Le multigrade sono state altresi applicdte al caleolo di = (*)
ed alle equazioni funzionali (33).

(%) « Ann. of Math. », vol. 34, (1933), p. 81.

(*¥) « Duke Math. Jour. », vol. 1°, (1935), pp. 70-3.

(30) Idem. ’

(3t) Cfr. DicKsON, c. in (!), p. 716.

(3?) Cfr. J. GRANT, « Amer. Math. Montly s, vol. 37, (1930), p. 77.



