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La lastra rettangolare sostenuta da un reticolû di trayi
di qualunque rigidezza (*).

Nota di PIERO POZZAÏI (a Bologna).

Siuilo. • Viene indicato un metodo semplice per il calcolo délia lustra ret.
tangolare, appoggiata al contorno, sostenuta da un reticolo di travi &
soggetta a qualsiasi condizione di carico. Il procedimeuto si svincola
dalla nécessita di studiare la lastra decomposta in striscie e tiene conto
deir effettivo comportamento di questa.

Viene data la soluzione ié serie doppia (facendo diretto riferimento-
alla soluzione di XAVIER) délia lastra soggetta lungo una retta gene-
rica^ parallela ai lati, ad una distribusione qualunque e continua di
forze. Nota taie ricerca sarà semplice giungere al calcolo délia lastra
m intreccio di travi.

In particolare, lo studio délia lastra caricata simmetricamente rï*
spetto aile due médiane, sostenuta da due travi aventi gli assi in cor-
rispondenza délie médiane stesse, permette, considerando infinitamente
rigide le due travi, di giungere alla soluzione délia lastra avente due
lati consecutivi incastrati e gli altri due appoggiati, soggetta a condi-
sione qualunque di carico.

(*) Lavoro eseguito nell'Istituto di Scieiiza délie Costmziom delP Un
di Bologna.
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1. Tutte le volte che, nel progetto di una lastra, è notevole la
luce o sono elevati i carichi, o, in generale, si temono trepida-
zioni e vibrazioni sensibili dell'insieme, è neçessario irrigidire
la lastra stessa con un opportune numero di nervature. Lo studio
della lastra rettangolare su un reticolo di travi frequentemente si
présenta nella pratica del progettista (solai a cassettone, taluni im-
palcati dei ponti> Ie paratoie. etc.) e, di solito, quando si ha a che
fare cqn struttura a doppio ordine di nervature, qualunque ricerca
intuitiva tendente a semplificare l'indagine dividendo in striscie
la lastra, perde di efficacia e i risultati ottenuti hanno incerta at-
tendibilità. La letteratura tecnica offre namerose trattazioni delle
strutture a travi incrociate, ma, in generale, i metodi proposti-
anche i piii ingegnosi, non tengono conto del contributo alla resi-
stenza foniito dalla lastra funzionante co me tal e (l).

Il metodo che verra esposto tiene invece conto delP effettivo
eomportamento della piastra e il procedimento di calcolo, molto
spontaneo, è già ben noto nello studio delle travi continue: si pen-
sauo tolte Ie nervature e si considéra la lastra appoggiata al con-
torno. soggetta ai carichi esterni ed alle reazioni (normali al suo
piano) che Ie travi elastiche Ie trasmettono.

Si impone poi la condizione che la deformazione della superficie
elastica della lastra (per effetto delle forze e delle reazioni) lungo

la retta 1 — 1, ad esempio, sia
uguale alla linea elastica della
trave 1 - 1 stessa (v. fig. 1). Al-
tre t tant o per tutte Ie altre travi.
Si présenta quiiidi là nécessita di
risolvere sistemi di equazioni che
perö, nei casi pratici, -non presen-
tano difficoltà notevoli.

Assumendo un taie schema, si
compie naturalmente un errore:
nel rispetto della congruenza si
impone infatti, f ra lastra e travi,
la condizione di uguali abbassa-
nienti, ma nou si tiene conto dei
momenti torcenti che la lastra tra-
smette aîle travi, la reazione è
supposta inoltre concentrât a lun-

go una linea e non su una striscia (larga quanto la sezione delle

(1) A. DANUSSO, Contributo al calcolo pratico delle piastre appoggiate
•al contorno, « II Ceraento Armato », dal luglio 1925 all'agosto 1926.

O. ZANABONI, Eeticoli di travi a grande numero di maglie, « GHornale
del Grenio Civile », fascicolo V, 1947.

Fig. 1.
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nervature) e per le travi è trascurato il momento torcentfe mutuo
che-la1 loro solidarietà comporta.

Ovviamente questi errori scompaiono quando si studia la lastra
su due sole,travi disposte in corrispondenza délie médiane e, in
generale, si ha ragione di ritenere che siano ben piccoli (2) ; ad ogni.
modo sono sempre tali (per quanto riguarda le deformazioni, i
momenti positivi délia lastra, i momenti délie travi), che i risultati
che si ottengono sono maggiori dei reali. quindi tranquillizzantL

Nella nota che seguirà la presente, verranno date tabelle che
forniscono i valori dei momenti nei punti che maggiormente inte-
ressano relativamente a lastre con numero diverso di scomparti
(si giungerà fino a 25 scomparti) ; tali tabelle faciliteranno inoltre
notevolmente i calcoli di quei casi che non rientrano negli schemi
indicati.

È evidente che, poichè il metodo permette di studiare la lastra
su un reticolo di travi aventi qualunque rigidezza^ si.potrà agevol-
mente risolvere il problema délia lastra su travi infinitamente ri-
gidej cioè continua, su mûri.

Il procedimeuto si basa sull7 impiego délie serie doppie conie
nelle soluzioni date da NAVIER, utilizzando la loro nota particolare
duttilità e manegevolezza; permette inoltre di studiare, corne si
vedrà in note successive, diversi problemi di pratica importanza
senza dover introduire complicazioni notevoli (solai a fuhgo irri-
giditi da travi che collegano i pilastri, platée di fondazione ner-
vate ecc).

2» Premettiamo alcune osservazioni.
Poichè una qualunque funzione définit a in un certo intervallo

da 0 a Z, a vent e un' unica espressione analitica q(x), oppure aven te
diverse espi^essioni q\x) da 0 ad ax. qt{x) da ax ad at... qr(x) da ar_1

ad /e taie che si annulli negli estremi 0 ed Z, puö essere sempre
rappresentata mediante una serie di seni, il carico agente su una

S. TIMOSHENKO, Übèr die Biegung von Tràgerrostm, « Zeitschrift fur
angewandte Math, und Mech. ». 1933, pag. 153.

Su questo argomento M. rl\ HUBER ha pubblicato diverse meiuorie (« Z.
Österr. Ing. u. Archit. Ver », pag. 557, 1914) , che si basano sulla teoria
délie lastre anisotrope e che riconducono lo studio délia lastra irrigidita
in entrambi le direzionL a queüo di una piastra di spessore costante. (Si
veda S. TIMOSHENKO, Theory of Plates and Shells, cap. V3 par. 37).

(2) Jje nervature che generalmente hanno sezione rettangolare sttetta
hanno piccola rigidezza se soggette( a momenti torcenti. In définitiva'nella
nota presente viene studiata la lastra appoggiata su un intreccio di travi
non solidale con queste.
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trave di lunghezza l di rigidezza Bt = EJt, appoggiata agli estremi,
trova comoda e féconda rappresentazione nella forma

(a) q=^ Fm sen -^ x,

dore le costanti Fm sono le ampiezze délie varie sinusoidi con m
semionde che, sovrapponendosi, rappresentano la funzione data.

Convenendo di rappresentare anche la linea elastica délia t rave
in modo analogo. si ottiene

(b) r\ = 2 cm sen ~-j- x

nella quale il coefficiente intieterminato cSJi è facilmènte determi-
nato nel rispetto délia nota relazione

(c) v?v = qiBt.

Derivando infatti quattro volte la (b) e sostituendo l'espressione
trovata e la (a) nella (c), si ha (relativamente a un termine délia
serie)

m4™4 m-K F m-K
cm, -jr s e n ~x=~Wt

 s e n ~T x

daïla quale
Z4 F

Si ottiene infine, sostituendo nella (b)

V „Fn} miz
(1) v] — —pp: 2. —7 sen ~Y~ x.

Derivando la (1) si ha facilmènte qualunque azione interna
si desideri dallé note relazioni ; ad esempio il momeTito Arale

(2) M=-Btr," = ^^sen™x.

Se il carico è concentrât© alla distanza c dall' estremo appog-
giato délia trave, si trova^ per note proprietà délia serie di Fou-
BIEB, che

(d) Fm = ̂ ^

Pre mess o cid, dedichiamo il prossimo paragraf o alla soluzione
in serie doppia délia lastra di.lati a, h, soggetta ad un carico di-

stribuito con legge qualsiasi q(x) = 2 Frn sen -— x luugo la retta 1 —• 17

parallela alF asse x, ad esempio (v. fig. 1).
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Nota taie ricerca, s ara s empli ce giungere, per la Tia suggerita,
al calcolo délia lastra su intreccio di travi.

3. Consideriamo una lastra rettangolare di lati a e b (v. fig. 1),
appoggiata lungo il contomo, di spessore s e di rigidezza

B = Es3fl2(l — v2)fv ~ —. côefficiente di Poissow)

soggetta, lungo la retta 1 — 1, parallela ail'asse x. di equazione
y — c, ad un carioo distribuito con legge qualunque. L'origine degli
assi sia in un angolo délia lastra.

Rappresentiamo la superficie elastica w(x, y) mediante la solu-
zione di NAVIER clxe è espressa dalla serie doppia di. FOTTBIER

n%iz nu

(e) w = 2 2. cmn sen x sen j - y
m n

nella quale i coefficient cmn sono da determinare.
Svilupj)aiido in serie doppia di FOURIEK anche il carico esterno,

si ha

(f) p = 2 2 pmn sen y x s e u y y.
m n a °

II côefficiente pmn dipende naturalmente dal tipo di carico che
agisce sulla lastra e si puö ottenere dalle note proprietà délia
serie di FOURIEB stessa.

Nel caso in esame (che riguarda un carico distribuito siilla retta
\ — 1) è preferibile trovarne 1' espressione per via semplificata ed
intuitiva : basta considerare che il carico, il qùale è distribuito

con la îegge generica q(x) — 2 Fm sen — x nella direzione parallela
m a

alFasse x è un carico, per quanto riguarda la direzione parallela
ail' asse y, concentrato alla distanza c dalF origine, quindi (v. re-
lazione ($)), si ha
-, , %F»i 'n*

Applicando 1' operatore di LAPLACE

d4tv 2d4w d4w
v " dx* dx'2dy2 dy*

alla espressione (e), si ottiene

4h) V4w = 2 2 ^ b + ï? cmn sen — x sen ^ y.

Infine nel rispetto dell'equazione. di LA.GRANGE
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ia ùguagliano ciascun coefficiente délia (h) a ciascun coefficiente
<lella (ƒ) eon pmh espresso dalla {g), si ha

2F nri

dalla quai e vengono determinati facilmente i coefficient! cmn .
Sostituendo l'espressione di çmn neïla (e) si ottiene 1' equazione

dalla superficie elastica délia lastra soggetta lungo la retta y = c

alla distribuzione generica di carico q{x) = 2 Ĵ Ml sen — x, (3)

, » = 1, 2, 3, •••).

4. Se il carico e distribuito lungo la retta (parallela all'asse y)

x = d» con la legge generica.g(t/) — 2 En sen -,- y* si ottiene, in raodo
. ... ^ ' ' « .' ^

del tutto analogo,

I coefficient! Fm e En sono determinati, nel problema délia lastra
su tra Y!, dalla condizione di congru enz a già espressa nel parag. 1,
nel modo che. dettagliatamente, verra esposto (Y. paragr. 8).

5. DalP espressione w(x: y) si deducono quelle dei momenti in
xin punto generico délia lastra mediante le relazioni

Ad esempio si ottiene dalla prima délie relazioni precedenti.
per v = 0 (corne circa è per il cemento armato), operando sulla (3),

_ WK' MIK nu
2a2o3 m b a b u

(6) *». = - - I I {mV -H w.fly — ( « , • - ! , », S...).

(?) Una facile rerifica si ottiene considerando un carico p0 distribuito uni-

formemente lungo la retta y = c. per il quale, corne è noto, è Fm = - —.

Integrando ]a relazione (3), poichè Fm = - — e / sen — c de .='•—, si ri-
c-0

Irova la soluzione di 1STAVIER délia lastra caricata uniformemente.
16
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6. In tutte le espressioni trovate. quand o il cariCo è sinmiefcrico»

K- — « - H

Fig. 2-o.

rispetto. a entrambi le médiane, Y anno sempre presi i soli termini
dispari (m, n=lr 3> 5, 7.'.'.).

7. Caso délia ïastra quadrata. Se a = b, le relâzioni (3), (4), (5%
si semplificano ; ad esenipkh nel centro délia lastra, si ha

(6)

(7)

2 a
(—1) 2

(«t'

1 \ 2
%7Z

. sen G

(m2 =^1,3, 5.

iiiininnmiii

g. 2-6.

8. Biferiamoci ad un esempio, onde sia più facile seguire con
un'applicazione pratica quanto è già etato esposto nei paragraf i 1, 3.

Sia data una Ïastra quadrata (a = b) caricata uni forme men te,
sostenuta da due travi in ciascuna direzione (9 scomparti)> di rigi-
dezza Bt—EJt tutte uguali tra loro (v.. figg. 2-a e 2-6).
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Per ragioni di simmetria le reazioni délie travi sono ëvidente-
mente uguali (si ha quindi Fm = En), Dalla nota soluzione di NA-
TIBK délia lastra caricata uniformemente si ha per effetto del solo
carico p

16p Ben — a Ben T » .
w = JB 2 2 ^~ {mn = 1 H 5 >

Poichè la lastra è quadrata la deformazione in eorrispoiulenza.
délia retta y = a/3, vale

La deformazione prodotta dalla reazione délia trave 1 — 1 in
corrispondenza délia retta 1 — 1 stessa (y — a/3) è (ponendo a^=b
e ç= ;a/3nel la relazione (3))

La deformazione prodotta dalla reazione délia trave 2 — 2 in
corrispondenza délia retta 1 — 1 (y = a/3) è (ponendo c = 2a/B nel
rél»SBione (3))

Nella sovrapposizione degli effetti che segue, poichè per va-

Ion pari di .M- è sen-^- = — sen —s- , e per valori dispari di %

sen -̂ r- = sen -=- , î termini con w pari si elidono e rimangono solo

quelli conn dispari : si ha quindi, tenendo conto di taie semplifiça-
zione, w1^l = wx—t.

Di ciö si ha conferma considerando che. poichè i carichi sono
simmetrici rispetto a entrambi le médiane, debbono essere presi i
soli termini dispari di tutte le serie considerate (y. paragrafo 6).

L'innalzamento dovuto aile reazioni délie travi 3 — 3. 4 — 4,
, / m-R ' 2m7i

sono evidentemente uguali sen -5- == sen —5- con m, n — 1. 3, 5,...
\ o . o

e valgono (ponendo nella (4) a — b e d = a/3)
' mu WK

2a3 n 8 e n " ^ s e n X 3
^ ^ 2 2 ~ -—— _ ^ ^ _ _ (m W ±= 1. 3, 5...).
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Impon end o la condizione di congru enza (v. paragr. 1)

wp — 2w1^1 — 2w,_3 = v]

dove rf rappresenta la linea .elastica délia trave (v. espressioiïe 1),
si ha

mit n-rc , - _ m u „w-Tt
s e n — ^ s e n ^ / ̂  JTmBen— x s e n ^

~ mn(m*-n*f WB ZZ
Wit

\ i ^ sen — x
/ Wit mTC Wïï\

( 2a» T v ^n^en —x S en^ - sen T \ ^ ^

Corne è noto le serie doppie si calcolano ponendo, ordinatamente,
m= t., n = 1, 3, 5,...; m =-3, w = 1, 3, 5,...; m = 5, n= 1, 3, 5,...; etc.

R
Per i**i determinato valore di m, posto -*J- — X̂  si ha infine

sen2 -g- WTC ^ sen -g- ^ 4 sen
(8) i^m 2 ?—7? — H- sen

Si ottiene eosi questo sistema di infinité equazioni lineari (una
per ogni valore di m) che perniettono di determinare i vari coeffi-
cient! Fn F3, Fh, F7,... che, sostituiti nelle espressioni (3) e (4)
danno la corrispondente superficie elastica e quindi, sovrapponendo
gli effetti délie reazioni e del carico (v. esempio) qualunque azionè
interna che si desideri

In pratica è suffidente Umitare il sistema a 233 equazioni data
la convergenza sia dei vari ¥m. sia délia serie (3), (4), (5).

Ciö sarà praticamente dimostrato nell'esempio che segue.
Naturalmente, ponendo A — 0, cioè Bt = 0 (ossia lastra [senza

nervatura), si trova Fm = 0. Ponendo X = 00 si hanno i vari Fm re-
lativi al caso délia lastra continua su travi infinîtamente rigide.

In modo analogo si studia la lastra su un numero di travi
maggiore: ad esempio se la lastra è quadrata con 25 scomparti
(8 travi di sostegno), si hanno due sistemi di equazioni del tipo 5
cioè, praticamente un sistema di 6-^-8 equazioni.

9. ESEMPIO. Lastra quadrata di cemento armato

(E = 2.iO5Kg/cmq. ; v = 0,1 ̂  0),

di lato a~ 10 m, di spessore s = 20 cm, sostenuta da quattro travi
di sezione 30 x 65 cm, soggetta ad un carico uniformément e ripar-
tito p = 800 Kg/mq.
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Coi dati deir esempio si ha

per la trave : Bt = EJt =
2 .105. 30 • 653

= 137313. 106 kg-cm*.

per la lastra : B^M- - j g - = 133 • 106 kgcm.

^ 137313 . IQ6 _

Ba~ 133 • 106.1000 ™ ' " X

Per facilitare i calcoli riportiamo la tabella dei valori della

funzione •—s— per m — 1, 3, 5, ... 19. (con m = 19 1' approssimazione
ottenuta è più che sufficiente). I valori pari di m sono stati esclusi
poichè il carico e Ie reazioni sono simmetrici.

II calcolo dei coefficienti delle equazioni del tipo (8) si ottiene
molto facilmente ponendo m ™ 15 n = 1? 3, 5,... ; m = 3, n=l, 3,

1

3

5

7

9

m, 7i
sen - — ;

0,86603

0

- 0,86603 \

0,86603

0

i
] m

i
11

13 '

15

17

19

m 7i
sen -.-^j—

— 0,86603

0,86603

0

- 0,86603

0.86603

e,... ; m — 5, n = l , 3, 5, ... etc. ; per ogni valore di m si ottiene
naturalmente una equazione.

Ad esempio, ponendo m = l e n =z 1, 3, 6. ... 19, la prima equa-
zione. essendo sen2 —5— = 0.75. è :

o

In taie equazione i coefficienti F3, FtJ eTidentemente scompa-
9TT

iono perché sen 3 = sen = 0 e ci si è arrestaM al coeffi-

ciente Fu essendo ,del tutto trascurafoili i contributi dati dai ter-
mini successiyi.
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Operando in modo anaiogo (cioè ponendo successivamente
tn.= 3, 5, 7, 9, 11) si ottiene il seguente sistema di sei equazioni nel
quale perö due equazioni contengono ciascuna un' incognita sola
e si possono quindi risolvere a parte.

( 0,502000 +- ^ Y ^ j Fx - 0,001479 F, •+• 0,000400 F7 0,000067 Fn =

^0,116883 pa

f 0,011273 -+-. — -y-•—J JF? = 0,001539 pa ,

— 0.001479 F, * [o,OO2552 - 4 - ^ y ^ — ) -̂ 5 - 0,000182^7+0,000047 Flt =

= 0,000183 pa,
/ 0,000139\

-+- 0,000400^ - 0,000182 F5 H- 0,000861 4- ~-y- * *

0,000034 Fn = 0,000025^^

(o,OOOS53 -h- 0 ^ ° 0 5 1 j Ĵ 9 = 0,000007 pa,
/ 0,000023\

— 0,000067 Fx f 0,000047 F5— 0,000034 ̂ 74-10,000209 -h - ^ j JPn=z
= 0, 000003 pa .

Da questo sistema, che deve essere simmetrico rispetto alla
diagonale principale, ponendo X = 1 (conie risulta dai dati nume-
ri ci delF esempio), si ottiene:

Fl — -f 0,1397apa; F3 =z -h 0,10001 pa ; F5 = H- 0,11149pa; Fn = —
— 0,01203pa; J"9 = -h 0,01733pa; Jt

I1 = -+-'0,02996pa .

Gonie si vede già eon m ~7, in yalore assoluto, î 7 è già circa
dieci volte minore di Fv

Aà ogni modo tali valori che già diminuiscono per se stessi al
crescere di m, Tanno poi sostit\iiti nelle relazioni (3), (4), (5), cîie
convergono r api dament e nella valutazione délie deformazioni, abba-
stanza rapidamente nella valutàzione dei momenti.

Il numero délie equazioni -non ha pratica influenza sut valori
di :1V

Inf atti ancne con una sola equazione (supponendo cioè F% ~
— F5 z=r ... = 0). si ottiene F1 = 0,13992 invece di 0,13972 cori un
errore dello 0,t4°/0-

Cio è da ten ere presente perché sonó i primi termini che hanno
importanza.

I valori di F3 e F9 non dipendono, corne si è visto dagli altri Fm.
:Sostituendo nella relazione (6) i valori ottenuti dei coefficient!

Fm, si lia facilmente la freccia f moltiplicando pér 4 il valore otte-
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nufco perché tutte le travi contribuiscoiio nella stessa misura al-
V innalzamento dellà lastra'e sottraendolo dalla freccia fp provocato
dal solo carico p :

f=\fp - 4fr =^0,00406 — 4 • 0,000695)^/3 ^ 0 , 0 0 1 2 8 ^ / 5 =^0,77 cin.

Oon un solo termine, riducendo cioè il sistema di sei equazioni
ad una sola equazione (4) si sarebbe ottenuto (ponendo Fv =

•^ 0,13992? Fz — F5 = ... = 0), 0,000712 invece di 0,000695 oon un er-
rore relativo del 2,4 0/ü.

Per il calcolo del momento iiel centro di una délie nervature,
la relaziöne (2) f omis ce

n >« \̂ 0.10001 0,11149 0,01203 0,01733 0,02996\
0,18972 - - ^ - + —^ + - ^ g - . + • ~ ^ - ~ -^g j - j =

= 050135 pa* = 10800 Kgm.

Gon un solo termine si sarebbe ottenuto 0,0142 invece di 0,0135
con un errore relative del 5;2°/0.

Procedendo sempre in modo analogo- il momento nel centro
délia lastra vale (sostituendo i valori dei coefficient! Fm nella 7)

me-'mv - 2m,~(0,03684- G,02068)jpaî= -^0,01616pa2— 1293Kgm/m.

Oon un solo termine si sarebbe ottenuto 0,0224 invece di 0.0207
cou V errore relativo delP8,2°/0. Se la lastra fosse senza nervature
si otterebfoe mc = 0,03684^ — 2947 Kgm/m.

10. Nel procedimehto dunque (sia per le travi che per la lastra)
gli ertori sono ben modesti anche riducendo il sistema di sei egua-
moni ad una sola équazione, cioè considerando le formulé (2). (3),
(4), (5)j (8) corne. risolutive.

Se lo scomparto' centrale di lato a/3 venisse considerato corne
posto in una situazione intermedia a quelle corrispondenfci al con-
torno incastrato ed appoggiato, si commetterebbe un errore molto
forte poichè la sua situazione statica è strettamente legata a queîla
deirintëra lastra.

Sulle nervature si scarica una piccola parte del carico: infatti se
ci si propone di trovâre quale striscia a • x (supposto che la lastra
non esistesse) sidovrebbe caricare per produrre uguale momento nel

(4) Ciö cörrisponde a con sidéra re ainusoidaie la reazione délie
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centro délia travé, si avrebbe -—--^—- — 0,0135 ̂ a3, dalla quale si

ottiene x — a/10.
Nonostante la modesta sezioue ed illimitato numero délie travi,

il momento nel centro délia lastra (il più importante) è dirninuito
di più délia meta: cid consiglia di adottare con favore Virrigidi-
mento délia lastra con nervature. Queste, ad ogni modo, debbono
avere sezioni ben proporzionate allo spessore délia lastra perché
abbondare significa quasi sempre peggiorare il regime statieo del-
l'insieme, in quanto si creano appesantimenti ed elevati ïiiomenti
negativi nella lastra stessa. Ciö più ampiamente si redrù nella
nota che seguirà alla presente nella quale verraimo date numero se
tabelle che permettons al progettista orientanïenti e calcoli f acilitati.

Se il carico non è ripartito, non si hanno complicazioni, poichè
nei termini noti délie equazioni (8) compaiono le corrispondenti
soluzioni di NAVIER per carico o parziale o concentrato aulla
lastra (5).


