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Osseryazioni elementari intorno al differente di un corpo o
di un5 algebra sopra un corpo algebrico, o sopra uil corpo cü

funzioni algebriche di una variabile.

ISTota di I. BARSOTTI (a Eoma).

Siinto, • Si mostrano per via elementare i motivi delle analogie o diversità
di comportarnento del differente nei vari cast elencati nel titolo, dando
anche il legame col numero di diramazione di una superficie di Ris*
MAM; si dà una semplice dimostrasione delVespressione del discrimi-
nante di un' algebra.

In tutta la presente nota si terranno fisse le seguenti notazioni :
C dénota un corpo algebrico di grado finit o, os si a un prolunga-
mento algebrico di grado finito del corpo razionale ;

k dénota un corpo di caratteristica zero, e k(x) un suo pro-
lungamento trascendente puro;

F dénota un prolungamento algebrico di grado finito di C, e
quindi è esso stesso un corpo algebrico di grado finito;

K dénota un prolungamento algebrico di grado finito su

(*) Si noti corne l'impossibilità di soddisfare, almeno per questa via,
l'equazione (7) per n pari. si accordi con la congettura di EÜLERO, secondo
la quale è irresolubile in interi 1' equazione :

x* = y* -h &4 -+- tA (DICKSON, « History », pag. 648. L. EULERO, « Comm.
Arith. », I, 473; Op. om., (1), III, pag. 211)
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«'q-uindi-è un corpo di funzioni algebriche di uria variabile, e si
supporrà che abbia k corne corpo délie costanti;

S dénota un'algebra sempliee normale a base liuita'su C.
1 corpi G, k(x), F, K soddisfano aile tre condizioni di E. NOÈ-

TPHKR [9] (l), che assicurano che in essi vale' la fattorizzazione unica
•degli ide-ali come prodotto di ideali primi, e valgono le altre solite
regole di aritmeticâ per gli ideali. Si intende chè glï ideali vannó
conèiderati rispettd alF anello g degli interi di C, oppure a quelio
k\x\ degli « interi » di k(x),

Sx indicherà con o F anello degli elemènti di F che sono interi
rispetto a g ; côn o .̂ F anello degli elemènti di K che sono interi
rispetto a k[&]; con S una schiera massima (2) di -S,rispetto a g [3];
con.D^, ü.-r.5 3D rispèttiv^mentè idifîerenti di ô  o^, S rispetto
•a 9: H#l g-

Se F* è un ideale primo di o, e p - P * ĝ  si ha po = P^Q; ove
e> 1, m'entre Q, è un ideale di o, primo con P ; e è Vordine di ra-
mifica&ione di JP; relâzioni analoghe valgono in K od S; gli ordini
di ramifieazione dei primi di o sono tutti èguali ad 1, eccettô al
più che per un numero fiuito di primi, i primi ramificati. Nel
saso di K. ogni primo di o^ definisce una valutazionè, e quindi
im divisore di iL che si indicherà ancora con F* ; si ofctengono in
que^to iiïodo tutti e soli i divisori di K che sono, al finito rispetto
ad x; il minier o e—1 è conasciuto anche corne il numéro di rà-
mifica&ione del divisore F* rispetto ad x. Se si sceglie x in modo
che nessuno dei divisori alFinfinito sia ramificato. allora la somma
di tutti gli'e — i, al variare di F*,, è il numero di ramificazione
di K rispetto ad x, mentre, D^' — I I P e - 3 è il divisore di ramifica-

: • . - p .

zioni di K rispetto ad x ; si" supporrà nel seguito di essersi posti
appunto in questo caso.

È ben noto (cfr. [3] [5] [2]) i l séguente risultato:
Dp» (risp. 13œ, D ) è il prodotto di tutti i primi ramifica!i di o

{risp. di'.'O^y di S ) , ciascuno elevato ad una potenza con espo-
nente c maggiore od eguale al rispettivo numero di ramifica-
zione e — 1.

Nel caso generale non è possibile precisare maggiormente'tali
•esponenti per via elementare. La precisazione è perö possibile nel
caso di if o di S; per questo secondo. caso essa è stata data esat-

(*)'! numeri in pàrentesi quadre si riferiscpno alla bibliqgrafia posta
alla fine délia nota,

(2) Seguendo F ALBERT, preferisco chiamare schiera eiö che viene co-
muneraente indicato con la parola ordine, per eyitare confusioni con l'ôr-
dine di iS su C, che è il numero degli elemènti di una base di S su G.
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lamente la prima volta in [7], ed è: c = e — 1. La stessa précisa-
zione vale nel caso di K; e si puö perciö esprimere anche cosi :

divisore di ramificazione lDx
r = differente 13^-

Questo seconde caso è di per se importantissùno, perché D x ,
diAdso per il quadrato del denorainatore N di se, dà un rappresen-
tante dalla classe canonica (3).

Mi pare che in genere non si sottolinei abbastanza quêsta iden-
tità: mentre nelle trattazioni classiche [6] si parla esclnsivamente
di T)x, in quelle moderne [8] è D x che si usa per costruire la classe
canonica. Eeputo quindi non mutile mostrare element armen te dove
nasce precisamente la differenza di comportamento fra F, K ed S';
si troverà che taie differenza ri sied e :

1. - Per K nel fatto che o^ contiene tutto il corpo k (méntre
nel caso di F, o non contiene nessun corpo);

2. - Per S, nel fatto che un' algebra semplice normale sopra un
corpo locale contiene un sottocorpo massimo non ramificato.

Si rieordi infatti la definizione del differente, e si ragioni, per
fissare le idee; su F: se Q, è un ideale di o, si indichi con T(Qt)
quell'ideale di g che consta delFinsieme délie T(a) con 'a s421, ove T
indica la traccia da F a G (risp. da K a fc(as); risp. la traccia ri-
dotta da S a C); l'insieme degli a £ F tali che T(ao)<c: g è il corn-
plementare o di o, e si ha X)̂ 1 = o^1.,

Suppongasi che sia c'> e — 1, ossia c > e , e ci si ponga nel caso
di F (o K): si supponga dapprima F normale su C; da c > e segue
D ^ ^ F * 0 , ë perciö, se F1' è un qualsiasi coniugato di F* nel gruppo
di QrAïiOis di F su C: si ha anche D f < P ' e ; ma, a causa délia
normalità, è po — JPeI?'e..., onde D F < P O ; di qui segue succes-
sivamente: o ^ p - ^ j p-1T(o) ~ T(p~lo) < T(6)< g,

(1) T ( o ) ^ p .

Basterebbe perciö trovare un iutero di F la cui ttaccia sia fuori
di p, per essere giunti ad un risultato assuî do ; ora, ciö non è
sempre possibile nel caso di F; si puö peraltro dire qualcosa nel
caso in euf p non divida il grado t di F su C; infatti è T\l) = t,
che non è elemento di p. Ci si ponga invece nel caso di K; al-
lora T(i~1) = l, che non è elemento di p, e ^so . , . ; perciö la (1) è
falsa5 e c ~ e — 1.

La ipotesi che K sia normale su k(x) si élimina nel solito modo,
che è il seguente. Sia: K un corpo délie radici di K sa k(x); & il
differente di K rispetto a K; ID quello di K rispetto a k(x); si sa

(3) Se fc non ha caratteristica zero, la précédente precisazione puö non
essere valida; cfr. per es. [4], pag- 42.
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allora che Ö — dD^. Se o è Panello degli interi di K rispetto
ad o^ (e quindi rispetto a £;[x]);sia F* un primo di o, P = F - oxr

e si abbia:

po^ ~ P e x ideali primi con P ,
F* o ~ F*e x ideali primi con P , e quindi
po =-- F*ee x ideali primi con F*. Allora si è visto che

33 — ï 5 ^ - 1 x ideali primi con ir* ; poichè ÏC è normale, oltre che
su &(#), anche su K3 si ha analogamente che

dL = F* e~1 X ideali primi con H ; quindi :
33^0 = JÖd^1 = p*7-i-7+i x (ideali primi con P)=:P «̂?-1> x

ideali primi con F*; se si considerano tutti i divisori primi P , ...,~Pn.
di P o , si ottiene perciö:

33^0 = (^7... Ï^Jy-* X (ideali primi con P,..., jp„)=p*-iö X
ideali primi c o n P o , che dimostra completamente Tasserto.

Si consideri ora Y algebra S. Il ragion a-ment o si semplifica molto
passando da C a Cp (completamento di C mediante la valutazione
mdotta da p), e' da S ad Sp = Sx Cp. Si indichi con gp V anello
degli interi di Cp, con S^il completamento di S, con JDP il diffe-
rente di S~, e si continuino ad indicare con p, P gli (unici) ideali
primi di gp, &p.

Secondo una osservazione fatta in [7], la potenza di F* che di-
vide 13 è la stessa che divide D p , e quindi basta calcolare que-
st'ultima. Essendo Sp normale su Cp} si ha semplicemente [3]
p S p = P e ; ed aneora T>p"= f*c, c>e—1. Se fosse c > e , ossia
D p < P e , si avrebbe: D p < p S P ; S ï } > p - l 3 | ) ; e proseguendo si
tornerebbe alla analoga della (1), e cioè alla

si tratta di ridurre questa ad un kssurdo ; ora [1] Sp contiene un
sottocorpo maspmo non ramificato W; esseiido W non ramificato,
il suo differente su Cp è V ideale unità, e quindi W contiene un
intero 0 la cui traccia da W a Cp (che si iudicherà con Tw) è eguale
ad 1. 2V(0) è il secondo coefficiente di un polinomio monico .y{x)y

di grado t eguale al grado di We quindi di Sp (od an che di S),-
che ë una potenza del polinomio minimo 'l(x) di s; ma anche la
funzione principale f(x) di z come elemento di Sp, il cui secondo
coefficiente è T(z), ha grado i ed è [1] potenza di d/(sc); quindi
/(cc)==r cp(oc), e T(&)= T^(z)= 1; poichè con opportuni autöisomorfismi
interni si puö f are in modo che 0 sia in S;M si deduee aneora
c .= e — 1, come richiesto.

In questo secondo caso si puö calcolare Ö in base agli in va-
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rianti locali di S. Si sa infatti che se-S^ ha grado t ed indice np.
ossia se Sp=^ Mp X Bp) con Mp regolare e Bp divisoria di grado np>

allora p ha, rispetto a Bp, ordine di ramificazione np, che resta
invariato in Spj dato che [3] un ideale primo di una schiera mas-
sima di Bp resta primo quando venga esteso ad una schiera mas-
sima di Mp X Bp ; perciö

D.p = P%>-1, ed allora TD = n p» / ~ l.

Si puö completare per questa yia il risultato di [7], calcolando
il discriminante ci di S su C; esso è définito come la norma Nl del
differente. Se si tiene presente che [3]

1() p
si ha :

d = ^ ( n p ^ - 1 ) = n (iV^SP))^^1 = n ^P"1WI^P — (n p*(i—i/»P))*.

Si ritrova cosi il noto risultato [3] söcondo cui d è potenza ^-esima
di un ideale (F ideale fondamentale di S), e per quest' ultimo si
troya 1'espressione d ' = O p*(^-~^!™P\ Se S fosse semplice normale
sopra un çorpo di funzioni algebriche di una rariabile, il. ragio-
namento ed il risultato sarebbero esattamente gli stessi se-'fossë
soddisfatta una delle seguenti ipotesi :

1. - II corpo delle costanti è finito (cfr. [10]).
2. - II corpo delle costanti è algebricamente chiuso.

Nel caso 2 il risultato sarebbe banale, perché i lDp sarebbero tutti
eguali ai S ^ e quindi 13 = é$.
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