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Alcune notevoli proprietà del centro d'iiterzia relative alle
rotazioni permanenti iiella dinamfca del corpo rigido con uu

punto fisso.

Nota di MARK) "MANARINI (a Botogna) (*).

Sunto. - Si stabiliscono alcune proprietà del centro d'iner&ia considerato
dalV Autore in un précédente lavoro, dimostrando cosï Vimportanza che
tdle centro eT inersia ha per quel che concerne le rotazioni permanenti
nel moto di un corpo con un punto fisso nel caso che non agiscano for0e
aitive e nel caso che agisca il peso.

In questa l^ota ritorno sulla nozione di centro d'inerzia da me
considerata in una Nota del 1931 (l) e dimostro alcune proprietà
che mettono ancor più in luce V importanza di tale centro per cid
che concerne la permanenza di rotazioni intorno ad assi, sia nel
moto alla POIKSOT, sia nel moto di un corpo pesante con tin punto

(*) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico delP TJniversità di Bo-
logna.

(d) M. MANARINI, Sopra un teorema di Staude- Van der Woude relativo
al moto di un corpo pesante intorno ad un punto fisso, « Rend: Ace.
dei Lincei », 1931, vol. XIV, s. 6a, sem. 2°, pagg. 572-577.
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fisso. Inoltre in quest 'ul t imo caso dedueo, in modo piu semplice,
il valore da me già ottenuto nella Nota citata délia velocità an-
golare del corpo nella rotazione uniforme intonio ad un asse di
permanente rotazione, disposto opportunamente secondo la ver-
ticale.

1. Consideriamo un corpo rigido mobile intorno ad un asse.
Se w è il vettore veloeità aiigolare all ' istante t, per il risul-

tante M delle forze eentrifughe delle particelle del corpo e per il
momento r isultante Ü o delle stesse forze rispetto ad un punto 0
delF asse, si hanno Ie espressioni :

{1) JB = (o AMvG,

(2) n o =«o/ \ fc o ,

nelle quali M è la massa del corpo, vG è la velocità del suo bari-
centro G e kQ è il momento délia quantità di moto del corpo ri-
spetto ad 0. La (1) esprime che il risultante delle forze centrifughe
è uguale alla forza centrifuga di tutta la massa concentrata nel
-baricentro; cosicchè H è iiullo quando e soltanto quando 1'asse di
rotazione è uu asse baricentrico. Dalla (2) si deduce che Qo è nullo
quando e soltanto quando V asse di rotazione è un asse principale
cFinerzia rispetto ad 0; cosicchè si ha il noto risultato che il si-
stema delle forze centrifughe è un sistema in equilibrio quando
Fasse di rotazione è an asse centrale d'inerzia; e soltanto in questo
caso.

In generale il sistema delle forze centrifughe è equivalente ad
una forza (perpendicolare alFasse di rotazione e agente nel piano
di G e delF asse) e ad una c o pp ia (agente in un piano c ont en ente
F asse medesimo) : e sarà equivalente ad una sola forza quando
risulti
(3) KXO_0 con

è soltanto in questo caso. Soddisfatta questa condizione, poichè la
forza e la coppia giacciono in uno stesso piano pas s ante per F asse
di rotazione, *1' asse centrale del sistema delle forze centrifughe
incontrerà tale asse di rotazione in un punto C che si potrà pren-
dere quale polo di riduzione delle forze centrifughe ad una forza
sola. Chiameremo questo punto C il centro d'inerzia del corpo re-
lativo all' asse di rotazione considerato ; e, corne risulterà dal se-
guitOj esso è il centro d'inerzia da me. considerato nella Nota citata
quale punto delFasse rispetto al quale Fasse stesso è asse princi-
pale d'inerzia per il corpo.

Se QQ è il moment o delle forze centrifughe rispetto ad un
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punto 01 deH'asse di rotazione distinto da 0\ avremö:

onde, nel caso che valga la (3), il centro d'inerzia C delP asse df-
rotazione esisterà certamente^ e "per esso si avrà :

(4) no = iC-0) hx,
àsb cui :

- A n0 nxk0

onde :

(6) ^

Da quanto précède risulta che condizione necessaria e suffi-
dente affinchè sopra un asse di rotazione di un corpo esisia il centra
d'inerzia è chp per un punto qualsiasi Ö delV asse valga la (S), o$siay,
tenendo presente la (2), si abbia :

(7) M /\kox (o == 0.

Questa relazione esprime la complanarità. dei tre yettori Mr

UQ e o>. Poichè É è nel piano- di w e di G.— 0> si deduce clife la (7)
si puö porre nellà forma:.

(7') (G -O) A ^ O X W = Ö,

la quale esprime che il yettore 7co-deve trovarsi nel piano del ba-
ri centro G del corpo e dell'asse di rotazione.

Poniamo ora:
(8) w = va, G — 0 = hb}

e teniamo presente che, se cr0 è Pomografia ,d? inerzia .rispetto aï
punto 0, si ha:
(9) • •<jo«>[=<*Gi>* = too.

Allora la condizione (7')? e quindi la (7), si pxio, porre nella forma :

(10) GQa A « X & = 0 .

Essendo <s0 e b élément! noti in corrispondenza del corpo eon-
siderato e del punto Ö, per la (10) abbiamo che le rette passanii
per O e determinate dal versore a, sulle quali* prese corne assi di
rotazione. esiste il centro df iner&ia, .sono le generatrici del cono qua--
drico (10); e soltànto esse. Chiâmeremo taie cono il cono d'inerzia
del eorpo relativo al punto 0. A questo cono apparteugono anche1

gli assi principali d'inerzia del corpo rispetto al punto 0. Il ceiitro*
d'inerzia C, esistente'sopra ogni génératrice del cono (10), per la (6)
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avrà' da 0 una distanza Tdata da:

sen 6 '

nella quale 0 è 1' angolo che G — O forma col versore a che dé-
termina la génératrice eonsiderata. Pèr gli assi principali d* inerzia
passanti per O è ö 0 = O e quindi risulta l = 0 ; eosicehè il centro
d* inerzia per tali assi è il punt o Ö stesso. In generale per ogné
génératrice del cono d} inerzia (10) il relativo 'centro d7 inerzia è il
punto rispetio: al quale. la génératrice stessa è asse principale d'i-
nerzia. del corpo, come risulta dal confronte, con ie formule III e
IV della Nota citata.

2. Gonsideriamo ora un corpo non soggetto a forze attive ed il
cono d'iner^ia relâtivo ad un punto O, dato dalla (10). Posto il
corpo in> rotazione attorno ad una génératrice di taie cono, se si
fissa, il centro d'inerzia esistente su di essa, il sistemà delle forze
centrifughé, cTie sarebbe il solo a poter turbare il moto del corpo?

risulta inefficiente; onde il. corpo continuera a ruotare intorno a
taie retta con la velocità àugolare impressagli im'zialniente. Per-
tanfco il cono d''iner&ia (10), di vertice O, costituisce il luogo délie
rette paspànti per O tali che, prese conte assi di rotazione del corpoP

fissàndo su ciascûna di esse soltanto il rispetjtivo centro d'inerzia,
divengono .assi di permanente rotazione. In particolare, conforme--
mente ad una propriété ben nota, il punto da fissare è il: punto O
stesso, qualora si tratti (M una délie tre generatrici del cono che
sono assi principali d'inerzia del corpo relativamente ad 0,

Pqnendo un corpo non soggetto a forze active in moto di rota-
zione uniforme attorno ad unà retta della quale siano fissati due
punti A e B, questi, a causa dellâ rotazione del corpo, sostengono-
uno sforzo che si pu6 calcolare facilmente. Se Fasse di rotazione
contiene un centro d? inerzia e questo coincide col punto fisso A?

ij corpo segiiiterà a ruotare uniformemente intorno alla retta AB
anche se il punto B viené liberato ; cosicchè in B non verra eser-
citato nessun sforzo, che invece verra esercitato tutto su A. Se poi,
oltre le circostanze precedent!, F asse di rotazione contiene il ba-
ricentrOj nessun punto di taie asse sostiene sforzi a causa della:
rotazione del corpo.

3. Supponiamo ora che il corpo sia.pesante e sia fissato in un
punto 0 che non coincida col baTÎcentro G. Imprimiamo al corpo
una rotazione attorno ad una delle generatrici del cono d'inerzia
reiativo ad Odisponendo.il rispettivo centro d1 inerzia al disbtto di 0
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(efr, la Nota citât a). Riducendo il si stem a délie forze centrifughe
ad u n a forza e ad una coppia, prendendo corne centrô di riduzione il
pun to fisso 0, si è condotti a tener conto soltanto di una coppia Ctrj

giacente ne l piano a del l 'asse is tantaneo di rotazione e del bari-
eentro G-. Questa coppia, corne il peso del corpo, tenderà a far
muovere la re t ta 0G nel piano a; onde possiamo proporci di cal-

• oolare quale valore dovrà avere la velocità angolare w del corpo
affinchè Feffetto délia coppia O 0 compensi F effetto del peso^ per
modo che, se taie compenso si verifica a lFis tante t. esso dovrà Are-
r i l ïcars i in ogni al tro is tante suceessivo, giacchè nessuna causa
ve r ra a p rodur re tu rbamento al moto del corpo. I n tal modo si
v e r r a a real izzare u n a rotazione uniforme intorno a detto asse.
Dun que affinchè si verifichi ciö dovrà essere:

{12} Clo = (G-0)/\Mga,

nella quale a è il versore diretto secondo la verticale e orientato
vert̂ o il basso e g è V accelerazione di gravât à. Uguagliando i mo-
duli si dovrà avere:
(12') O0 = Mgh sen 0,

essendo h = mod(G j— 0) e 6 F'angolo che G — 0 forma cou Fasse
di rotazione. Allora se il corpo pesante si pone in rotazione attorno
ad una génératrice del cono d?inerzia (10) relativp ad 0 e disposta
verticalmente col centro d'inerzia al disotto di 0. tenendo presente
la (11), si deduce che imprimendo al corpo una velocità angolare OJ
data dn

(13) w t = = = f
nella quale l è la distanza di 0 dal centro d7 inerzia délia géné-
ratrice scelta, il eorpo continuera a ruotare uniformemente intornô
a taie asse, corne se questo asse fosse fissato anche in un altro
punto distinto da 0. Sicchè dascttna génératrice del cono d'inerzia
rispetto al punto O, definito dalla (10), posta verticalmente in modo
opportuno è, per il corpo pesante, asse di permanente rotazione qucmdo
si imprima al corpo una velocità angolare <*> il cui valore sia dato
dalla (13); valore che dipende dalla posizione rispetto ad O del centro
d'inerzia relativo alla génératrice considerata. Taie cono d'inerzia,
in questo caso, s'identifica col cono çlï STATTDE (O di AMPÈKE).

Il semplice e notevole risultato indicato dalla (13) è conforme
a quanto ho stabilito, per altra via, nella Nota oitata alF inizio ed
è anche in accordo con quanto ho stabilito nella stessa Nota, af-
fermando che se si pone il corpo pesante in rotazione intorno ad
una qualsiasi génératrice del cono d'inerzia relativo ad 0, posta
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verticalmente, con una qualsiasi velocità angolare w, V asse istan-
taneo di rot'azione tende a deviare nel piano di G e delF asse sotto
1' azione di una coppia giacente in taie piano e di momento il cui
modulo è ! M h sen Ô(GJ*J —- g) \.

Altre propriété relative al centro d'inerzia si trovano nella Nota
€itata.

4. Infine osserviamo che se in un dato istante la (10) risulta sod-
disfatta per ogni versore «, consegue che per tutte le rette pas-
santi per 0, prese corne assi di rotazione, risulta E x Ü 0 — 0; onde,
in tal caso, sopra ogni retta uscente da 0 esisterà il centro d'inerzia
e quindi ognuna di tali rette potrà essere un asse di permanente
rotazione nei due sensi detti ai nn. 2 o 3. Per stabilire quando
accadë ciè poniamo:

a i= mb -K nbx

nella quale bx sia un versore perpendicolare a &. Si ha :

onde se è :

si ottiene:

e la (10) risulta soddisfatta qualunque sia il versore a.
Le condizioni precedenti esprimono che nelle circostanze consi-

derate la retta OG e tutte le rette ad essa perpendicolari sono assi
principali d'inerzia rispetto ad 0. Possiamo allora affermare:

1) Se si ha un moto alla POUSTSOT attorno ad un punto 0 e
se P ellissoide dJ inerzia rispetto ad 0 del corpo mobile è un ellis-
soide rotondo, sopra ogni retta per 0 esisterà il centro d'inerzia;
e quindi per ognuna di tali rette si potrà enunciare la proprietà
sfcabilita al n. 2 per quel che concerne la rotazione permanente.

2) jNTel caso che il corpo mobile attorno ad 0 sia pesante, si
tratta di un giroscopio simmetrico rispetto ad 0 e si deduce che
per esso tutti gli assi uscenti da 0 sono assi di permanente rota-
jzione nel senso detto al numero précédente.


