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rSTJENSIONE ALLE E<>UAZIONI OIFrERENZIAÏA LINE^RI, ECC 2 0 5

E^teusione alle equazioni differenziali lineari del seeoado
ordine onïosenee complete di una formula di Hartmann e
Wintner per Ia yalutazione asintotica del numero degli xerj

di uu integrale.

di T. MANA,CORDA (a Firenze) (*).

S»nto. - Si trovano delte hwitaztoni per tl numero K"(x) degh gen degh
intégrait délV equasione y" -+- 2^(x)y' -f- co2(x)y ^= 0̂  con 0 ̂ s <^ l% l <; to2j
tv* =: o[o>2(x)] compresi tra 0 ed x.

üeeentemente HARTMAND e WIISTTJ^EB (?) hanno dato una for-
Biula per la rahitazione asintofcioa. del numero degli zeri degli
intégrait della equazione ij" H~ M2fa)y ~ 0 nelle ipotesi M(X) > 0?

w {x) ~ o [o>*(â ]. In questa nota, adojperando i risultati già con^e-
^uiti in un px^ecedente lavoro (3), ei p^oponiamo di dare una espres-
sione analoga per gli integrali dell7 equa^ione complétât omogenea
è^r seeondo ordirte.

L Sia data 1' equazione differenziale

(i) y"{x) V4- %{x)y\K) H- o>\x)y{x) = 0,

siii coefficienti della quale facoiamo Ie ipotesi :
a) e(x) sia funzione continuo,, non negativo, e Mmitata per

@ < X <C Hr- OO

0<Mx)< I;

b) o)(x) sta funzione continua, positiva e derivabile di x con
4erivafa prima continua, sooZdisfacenie alla limitazione

oi(x) > ly 0 !S iC < -+- oo.

(l) Lavoro es^guito neiristituto Matematic<> deli'Uniyefsitàdï Fireme.
(f) P. HARTMANN-Â. WiNtNEH, Th$ asymptotic arcus variation of $o-

Intion of-feül linear d%fferential équation of second order, « Ara. Je*urn, of
Math '», 7% pp. 1-10, (1948).

(â) T, MANACORDA, Sul comportamento asintoUco degli integrali dell'equa*
ztone y"(x) -h p(x)y'(*) -4-q{x)y(x) ^ 0 quando Hna q(x) = H- OO, « Renet.

», (8), 2, pp. 537-541. Ï»—+oo
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Nell'ipotesi ora dichiarate gli integrali délia (1) non identica-
mente nulli possiedono infiniti zeri. Ci6 si prova estendendo faeil-
mente al caso nostro un criterio dimostrato nella nota citata in (3).
num. 2.

Siano x2n—i s xtn(n — *> 2, ...) rispettivamente le ascisse dei punti
di zero e estremaiiti di un integrale délia (1), e poniamo

mtn = min ta(x), Mtn = max o>(x).

Con un ragionameuto analogo a quello adoperato nel n. 3 della
nota citata in (3) si dimostra subito che yaigono Ie limitazioni:

7T 2b9qr • . TT • 71 •• 7c _ | - 2 6 . , , ,

= arctgA7^r=37Î<2-

2. Ciö premesso. aggiungiamo aile ipotesi a) e b) del n. 1 quella
si abbia
(3) ^(x) = o[^(x)].

Vogliamo allora mostrare che se N\±) indica il numero degli
zeri di un integrale délia (1) compresi tra 0 e x, scelio un numero
«r>0 e arbitrario, è possibile determinare un x0 taie che per x;:>x0

si abbia

0
con

(5) 0 < fe(») = arctg •
V

Cominciamo con 1' osservare che nelle nostre ipotesi si ha :

0

Se poniamo con WINTSTMR e HARTMAND.

(7) e(x) = extr. sup. log - ^ ~ / 1 -*- - ja

si ha

losr , x
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per cui

l im
log

)(v)

e quindi
(8)

f t»(t)dt

lim e(x) — 0.
as—»~oo

In aiialogia a quanto f anno HARTMAND e WINTKEB nella nota
oitata, in relazione alla funzione e(x) scegliamo una funzione F(x)
monotona crescente che soddisfi alle condizioui

(9) lim F(x) — ~h oo, \i
X —*- OO

{x)~ 0, lim F
X —*• OO

)— l2dt=Q,

e determiniamo poi una successione di punti Th con la legge ricor-
rente

(10) dt =

Per la prima delle (9) si na lim -zh — -f- bo, e per la (6)

(11)

mh = min
Posto

e supposto che tra Tfe e T^_J cadano due zeri consecutivi a e ^ di
y(x\ si ha dalle (2)

l

e in conseguenza per il numero nh degli zeri di y{x) che cadono
tra TA_, e xfc si hanno Ie limitazioni

valide anche se tra xk_l e xk non cade alcun zero di y(x) o ne cade
uno solo. Detto allora N(x) il numero degli zeri di y(x) che cadono
tra 0 e #, e Tn_x il più grande dei punti TA che cadono entro (0, x)y



T, MAN^CÖRDA

T»^i.—'^'S^ Î si -ha

leer

videiido pêr
; dapgrima la disuguaglianza destra neïla (1'2), Di-

fnindi, teniitp conto della (11)

S lini
Mn(rn - r f^J

-4- l im Mn ^ 3 2^J—

o

dhè perkte (7^. (8); é |9) | i ha :

ie

(liO)
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«e quiï idi

0 < l im —— — !rE l im —— z=z 0 ;

0 0

e dalla (11') risulta

(f 7T

avewdo posto Bn == arctg— . < H , e tenuto. conto della (13).

Da questa risulta dunque pér x>x$

f
0

Occupiamoci adesso della disuguaglianza sinistra della (12). Di-
se

•Tidendo ambo i membri per I , , . . dt si ottiene
F J ir -H 5(«)

i _ . N(x)

-'dt'
()

Se osserviamo adesso che si lia

quihdi

fV<*>!

o
14
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e che

lim -i

si ottiene finalmente

lim ~—•—-^——„> 1 — li

/
o

e perciö la (4).
Osserviamo che se Z, e perciö e(se), è nulla, dalla (4) si ha

corne hanno mostrato HABTMANIST e WINTNBR nel lavoro citato.
Osserviamo ancora che, ferme restano le ipotesi a) e b) del n. l r

se lim co(x) esiste finito, pu6 togliersi F ipotesi o>' — o (w*). Difatti

si ha in questo caso senz: altro lim Mkjmk = 1, e non è neeessario

far interyenire la fmizione e{x).


