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ISTENSIONE ALLE EQUAZIONI DIFFERENZIALL LINEARI, ECC 205

Estensione alle equazioni differenziali lineari del secomdo

ordine omogenee complete di una formula di Hartmann e

Wintner per la valutazione asintetica del numero degli zeri
di un integrale.

Nota di T. Mavacorpa (a Firenze) (*).

Sinto - St trovano delle humitazione per I numero N(x) degls zer: degli
'mtem ol dell’ squazione y" + 2(x)y’ + 0¥ (x)y =0, con 0 e <1, < w?
o' == o[m*(x)] compresi tra 0 ed x.

Recentemente HaARTMANN e WiNtNER (*) hanno dato una for-
mula per la valutazione asintotica del numero degli zeri degli
integrali della equazione #” + oix)y =0 nelle ipotesi w(x) >0,
w{x) = o [o}x)]. In questa nota, adoperando i risultati gia conse-
guit1 in un precedente lavoro (), ci proponiamo di dare una espres-
sione analoga per gli integrali dell’equazione completa omogenea
@+l secondo ordine.

L. Sia data I’ equazione differenziale
(1) Y (@) - @)y’ () + (X)y(x) =0,

sui coefficienti della quale facciamo le ipotesi:
a) «(x) sta funzione continua, non mnegativa e limitata per

<x <+ o0
0<<elx) < I3

b) wix) sia funzione conlinua, positiva e derivabile di x con
derivata prima continua, soddisfacente alla limitazione

o(x) > 1, 0=2 << + oo.

(1) Lavoro eseguito nell Istituto Matematico dell’ Universita di Firenze.

(*) P. HARTMANN-A. WINTNER, The asymplotic arcus variatwon of so-
dution of real linear differential equation of second order, « Am. Journ. of
Math », 70, pp. 1-10, (1948).

(*) T. MANACORDA, Sul comportamento asintotico degli integrali dellequa-
ztone y"(x) + p(X)y'(x) + q(x)y(x) =0 quandp lm q(x) + oo, « Rend.

x> 00
Lincei », (8), 2. pp. 537-541.
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Nell’ipotesi ora dichiarate -gli integrali della (1) nom identica-
mente nulli possiedono infiniti zeri. Cid si prova esfendendo facil-
mente al caso nostro un cuteuo dimostrato nella nota citata in {3),
num. 2.

Siano x,,_,, x,,(# =1, 2,...) rispettivamente le ascisse dei punti
di zero e estremanti di un integrale della (1), e poniamo

My, = min  o(x), M,, = max oz}
Lgy— | X=Xy, . Lop—y =L=Lsy

Con un ragionameuto analogo a quello adoperato nel n. 3 della
nota citata in (%) si dimostra subito che valgono le limitazioni:

. w—2b = Coom © <+ 2b
(2 —2 <, — < sy — Xy, < ~ At
b YT Y. n ‘27 —1 v < 2n+41 24 T,
jVMzzn — 1 " )mZYI 2ﬂ[2u+1 " ’ 2\/ mﬂ,.H — I
l T : ! kS
0 = b2" prmend arctg _:_-?:-—J - ~2, 0 = bﬁn—!—l = alctg _‘)‘";_“[_I“_‘:,_i < §.
‘\/M'Mz‘.—l \rm2n+1_l

2. Cid pxemesso aggiungiamo alle ipotesi a) e b) del n. 1 quella
si abbia

(3) v w'(2) = o [w'-(oc)] .

Vogliamo allora mostrare che se Nix) indica ¢l numero degli -
zeri di un integrale della (1) compresi tra 0 e x, scello wn numero
¢« >0 e arbitrario, & possibile determinare un x, tale che per x.=>Xx,

si abbia
o=, N
[L— | S g # =N =[1+ c]j g
0 N 0
con

Vooi(t) - B T2

Cominciamo con Y osservare che nelle nostre ipotesi si ha:

oo
6) [oltyat = + co.
0

Se poniamo con WINTNER e HARTMANN.

=i | /[ fual]
si> ha *
1oz i | = wlt)d l“' lml] elhdt, w<E<w

l
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per cui
{ u(v) l
10 —
11

lim w(w) =lim ~ ‘ 2 ( ) ; 0,

T+ /w Hat *
e quindi ,
{8) lim e(x) = 0.

X —r Q0

In analogian a quanto fanno HARTMANN ¢ WINTNER nella nota
citata, in relazione alla funzione e(x) scegliamo una funzione F{x)
monotona crescente che soddisfi alle condizioni

(9) lim F(x) =+ oo, lim e(x)F(x)=0, lim F(x) / /vwi’(t) —Bdat=0,
X — X x ~—C0 o
0 .

& =30

e determiniamo poi una successione di punti ~, con la legge ricor-
rente '

Tk
, "ot
(10) H/W _\I))(t) dt =F(ey), k=1, 2 ..; 5=0.
o TE—1

Per la prima delle (9) si ha lim <, = + oo, e per la (6)

K —r 00
Tk
oty .-
11 lim kf|——— di =0.
( Sk 5w
Posto
M, = min w(x), M, — max w(x),
T =Ty, Tp— 1 =Ty,

e supposto che tra 7, e t,_, cadano due zeri consecutivi « e B di
y(x), si ha dalle (2)

™ — b T + b]. l
v ) T, %< V=T » = arctg Ve — <=/ »

e in conseguenza per il numero n, degli zeri di y(x) che cadono
tra t,_, € 7, si hanno le limitazioni

Vm?, — 1 , (= )M,

T, — T, ), <= 1
—— (tx )| =P = + 1,

T — by
valide anche se tra t, , e r, non cade alcun zero di #(x) o ne cade
‘uno solo. Detto allora N{x)il numero degli zeri di y(x) che cadone
tra Qe x, e Tn—1 il pitt grande dei punti t; che cadono entro (0, x),.
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Ty =1, s1-ha

{12) ”g {(Tk

kst

Consideriamo. dapprima la-disuguaglianza. destra nelia (12); Di-
videndo per
®

g ‘*’(t)
Of T b(t) b

si oftiene

: N(x) _ N (=)

P = e R Y () .
(o gy [ g, g e[ "t
Trp-¢
—’l‘—M '_"“”t;z'—‘-l’ .

o ?

[ wit)
il AL TS
bf == b(f)

-+ guindi, tenuto.conto-della (1)
{11 Tim- WMN @ < fm —

Osserviamo che per-le (7), (8) & {9) si~ha:

¥<lim L]:og z))

a.-—vog

= lim: } &+ 71?/ wl )dt% efax )< hm [1 + B, Melr) =

m—‘—’OO

. ) T = =u < @ <.f‘:'n 5
. ¢hie quindi:

(13) hﬂl M [m = 1

W= Q0

Si‘ha ancora per-la (10)

(Tu—‘ )5

=My
“m,,
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® ¢uindi
0< hm %(Egg_:rn—-l)f lim %z F(Tn—l) — 0’
n—>'o ‘n—1 ne—co M, Tn—t
[ 20 a [
J ™ — bit) J = — b(f)
0 : ]
e dalla (117 risulta
— M, ~ — .
llm ]‘In( n__ 11.—)) « hm on Bn — 1’
2% —> 0o, Tn—1 T he— 00 My, © — b,
: co(t) at
T — b(t),
¢
l . .
avendo posto B, — arctg ———— <2, e tenuto.conto della (13).

VL= P

Da- qunsta risulta dunque per x = x,

@<n+]] bmm

Occﬁpiamoci _aﬂesso della disuguaglianza sinistra. della (12). Di-
x .

— 12 : )
videndo ambo i membri per [ L—;_——b# dt si ottiene
;‘ N (x) ”"l B B '
Yoo MO o R )V T+ b
~ / VO—F ., (Vew -
=+ bih) JEweg M s (Vo =
K Sy TR 5 [V —F
1 ™ b(t) '
o Tr—y -
_ [(Tn_ Tn—-l)vm 1 l('n -+ bn)] :
Ty, C
\/ w2(t) 7o ‘
f T 4+ b ( ) ) dt

0.

Se osserviamo adesso che si ha

0= (5, — Tuo) Vit — B < nF(c, ) S nF(s,)

e guindi
0= lim T \/m” —— =0,
N —> 0O -
\/m?(t —F
= =+ b(#)
e

14
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e che
B — rm) Vi — Bl (x+b)]
lim =1
n—co V w’(t) — I ‘
j = + b(?)

si ottiene finalmente

— (T, — ‘m, 2 —. 2
lim - N@®  —y_ im L"JE‘T) VS =By
x— 00 \/lwg(t) I n—>>00 (m + b,) nv__._._._._mz(t) —5
R B T

: 0
e percido la (4).
Osserviamo che se I, e percid s(x), & nulla, dalla (4) si ha
N
lim ﬁ(—gf)— =1,
””’wi ‘w(tldt

come hanno mostrato HARTMANN e WINTNER nel lavoro citato.
Osserviamo ancora che, ferme restano le ipotesi a)e b) del n. 1,

se lim w(x) esiste finito, pud togliersi I ipotesi »’ = o (»?). Difatti
€ - 00

si ha in questo caso senz’ altro lim 3, ‘m, — 1, e non & necessario
. k— -

far 1nte1ven1re la funzione efx).



