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Osservazioni salie involüzioni piane piît Yolte infinité.

di BENIAMNO SB&RE (a Bologna) (*).

Suitto, - Deftnite le tnvùhtztoni °oa rh gruppz n. punh d% MU pmno* se ne
stiicltano alcunt semphet esempi mostranti fra Valtvo çome — per d=^3 —,
§i presentino fatii nuovu non%aventi Vanalogo per & 1* 12»

1. Ju virtù di un classico risultato — dovuto al CASïEiiNtJQVO (l)
— ogni inToiuz ione oo* di g^uppi di n {> 1) ptinti di uu piâ no
è raziüi iale , e puö quindi (in infimti modi) ottenersi come to-
talità, dei ^ r u p p i c a r a t t e r i ^ t i c i di una rete di eurTe pi^ne.
La questione d ' i n t r o d u r ï e e claösif i car e Ie tnvolu&tont pi<me
piü volte infimte non è ancora staia posta — nè? tanto iaeno? af-
frontaia — prima d' ora - ciö forse perehè essa présenta difiïeoUà
tali da render ogni risultato generale assai arduo e riposto.

NeJ presente laTOro, definite Ie inyoluzioni di dimensione qual*
siasi su di un piano (o, più generaImente, su una rarieià algebrica^
se ne studiano alcuni semplici esempi lumeggianti taluna fra Ie
sudclette diffiqolta.

2. TJn' involuztovie ood dt gruppi dt n punti dî un piano TC -—

brevémente : una Jfa. — Terra defïnita per induzione rispetrta n 4
nel modo seguente.

Q

1°) TJna In non è che un gruppo non ordina to di n
punti, distinti o coincidenti arbitrariamênte fra lóro, di «; tin
gruppo siff atto si dénotera anclie tal ara col simbolo G-„.

2°) Una In è una ser ie d' equ iya len^a gn «u di una

curven eventualmente riducibile, di n ; ogni I» =, gn xisulta noto-
riam-ente r a z i o n a l e , ed anzi l ine are (2).

(*ï Lavoro eseguito nel Seminario Matemaiieo dell' Université ai Bo-
lögna? comunicato nel settembre 1Ö48 al Î I I CongTesso dell^Ünione 3Jate-
nrahcu Italiana.

f1} G CÀSTÉLNUOVO, Sulla rationalité delle %nvolumont pwwe, « ülat&.
Awn. », 44 (1S94) = Memorte sceîte (Bologna 1937), 27îi-:j04

(2) Yed. F. SfevEtti, Serie, sistemi d'eqmvalmga e coritspondenze alge-
briche sulle iiartetà algehnche, vpl. I (a eura di Conforto é Mattin©iïi%
Ronia 1042, n, 67.
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3°) Una In, per d ;> 2, è uu sistema algebrico puro ood di Gn

di Te, tale eke i resti di un. gènerico puuto P di T rispetto ai suoi 6r,4
costituiscano una In—i-

Ta rilevato ene, nella précédante definizione di involuzione
piana, il easo in cui la dimensione sia pa r i si présenta assai di-
Arer8amente da quello in oui la dimensione sia d i s p a r i (3). In que-
st' ultima ipotesi la definizione potrebbe venire modificata, esigendo

*soltanto l ' i n v o l u t o r i e t à delle In, e cioè assumendo che una In

sia uu* involu2sione yn su di una curva (eTentualment^ riducibile)

<di TT; Ie 1̂  che cosï si ottengono verranno dette inroluzioni tn
senso lato y «Mamando — quando occorra — inyoluzioni in sens o
strelto quelle definite dapprinta.

Si dimostra subito che ogni In è un sistema algebrico i r r i -

duc ib i l e di Gn: che i resti di un generico Gk di -K I C < L ri-

«pettö ai €rn di una In formano una 1^1% ; e che la totalità dei Gu

di TT costituisce una In .
OsserTiaxno che un Gn definisce, come insieme delle rette di *

contenenti uno (almeno) dei suoi punti? una curva di classe n.
Bappresentate linearmente Ie curre di classe n di a coi punti di
uno spa^io S di dimensione w(w-+-3)/2. si ottiene di conseguènza
in S una varieta algebrica^ WtH, i cui punti rappresentano biuni-
vocamente senza eccezioni i Gn di 7t; tale W&n fo.rnisce quindi

un? tmagtne delta In costitüita da questi G-nr Ogni ïn di ^ appar-

tenendo manifestamente ad In
n, si rappresenta in >$ coi punti di

una Vó giacente sulla W%li\ lasciamo al Lettore di interpretare

nello spazio S la suddetta definizione delle Iu, ciö che porta a ca-

r a t t e r i z z a r e in S le Vd di WSn che rappresentano delle In di i:»
Aggiungiamo che Ie precedenti nozioni sulle involuzioni piane

si lasciano estendere senza difficoltà alle superficie algebriche ed
alle varie ta super iori.

3. Un primo sempliee esempio di In, di dimensione d^r-2h par i^
è costituito dalFinsieme dei g ï u p p i c a r a t t e r i s t i c i d'un si-
stema lin^are di curve piane? di* grado n e dimensione h -+-1. Tale
iasieme si rappresenta birazionalmente in modo ovyio sulla ^rass-

rtianniana delle rette di Sh+1^ sicchè ogni il*1 del tipo suddetto ri-

primo caso la definizione puö venir mecostata a quella data dal
per Ie involiazioni sulle <ïurve riducibili : ofr. loc. ctt. in (2), p. 12B.
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sulta r a z i o n a l e . È noto che nella categoria in discorso rientra
sempre la Ia

a formata da tutti i Gn di 'iz (4), siccliè questa In
u —

epperciö anche la W%n di cui al n. 2 — è pure razionale.
Uu esempio più generale di ln (h > 1) si ottiene, su di una Y 2 di

Sm(m>3), introducendo in Sm un sistema puro di Sm_8 tale che yi
sia uno ed uno solo Sm—2 del sistema che contenga un generico JS^_1

di SmJ e considerando la totalità dei Gn segati su Y2 dai suoi STO_2.
Qualora V™ sia una superficie razionale, la rappresentazione di
questa su di un piano muta ovviamente la suddetta totalità in

T2h .una Iu piana. *

4. Definiremo ora un' involuzioàe oo3 in senso stretto, di coppie
di elementi di un ente razionale oo2, la quale ris uit a irramonale.

Partiamo a tal fine da una V3
3 generale di S4; essa è i r r a -

z i o n a l e , come ha recentemente stabilito il FANO (5), e siano r
una délie sue oo2 rette^ P un punto situato sulla r e n la stella oos

delle rette di S4 tangenti in P a Vz
z. Yi sono infinité superficie

rigate - aventi la r quale direttrice semplice — che toccano F3
3

lungo la r ; una di esse resta ad esempio definita coll' assegnarne
una direttrice ulteriofe, potendosi assumere come tale una qua-
luhque curva algebrica di S4 che (quale per esempio ogni retta
sghemba con r) sia incontratâ in un sol punto variabile dagli spazi
tangenti a V3

3 nei punti della r. È chiaro che ciascuna di quelle
rigate è razionale, ed in contra V$3 lungo'la r contata due volte e
lungo una eurva razionale unisecante le sue generatrici. Mssiamo
genericamente quattro rigate By, B%. B3, R4 del tipo suddetto, e
consideriamo sulla r un generico punto P ' . Le generatrici gl9 gt,
9zt 9A e ^'u Q\I g'n g\ delle Elt Bt, i23, B4 uscenti rispettiyamente
da P e da P ' costituiscono allora due quaterne di rette a tre a tre
indipendenti nelle stelle n e 7' formate dalle rette tangenti a V3

3

in P e P'? sicchè f ra tali stelle rimane definita un'omografia tra-
sformante g{, gt^ gs* g4 ordinatamente in g\7 g\, g\. g\. Fissate
in TT due qualunque rette g, g, Ie loro trasformate in tale omografia
descrivono al yariare di P' sulla r — due rigate E, B del tipo
suddetto. contenenti rispettiyamente le g, g ; e siano L, L Ie curve
razionali second o cui Ie B} Ta incontrano Y3

3 fuori di r.
È subito yisto che, associando f ra loro g e g quando le rela-

tive JL, L abbiano in comune un punto che non appartenga a tutte

(4) Cfr. F . SEVBRI, op. cit. in (2), n. 28.

(5) Gr. FANO, Nuove ricerche sulle varietà algebriche a tre dimensioni a
ciirve-seeioni canonieke, « Comment. Pont. Ac. Sc », 11 (1947), 635^720, n. 38.
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le ri gâte provenienti nel modo indicato dalle varie rette di rc, si
viene a definire in iz un' involuzione oo3 in senso stretto di coppie
di elementi. Quest'involuzione risulta poi irrazionale, in quanto

•si ottiene un riferimento birazionale fra essa e Y3
3 col far corri-

spondere alla sua coppia g, g generica il pimto (di Y3
3) comune

aile relative curve L, L.

5. Riferiamoci ad una I n di un piano ity ed osserviamo che —
in base al n. 2 — la In—1 residua rispetto ad essa del generico
punto P di TT definisce una trasformazione cremoniana involutoria
di 7ï, la quale a priori pu6

a) avere il punto P cerne fondamentale,
•oppure

b) non avere il punto P corne fondamentale.
Nel caso a), inoltre, la curva C che corrisponde a P nella sud-

detta trasformazione cremoniana puö
a^ non contenere P}

oppure
a%) passare semplicemente per P,

od infine
a3) avere in P un punto multiplo.

jS[otiamo .che — in ciascuno degli esempi ottenibili dal primo
capoverso del n. 3 per J& ^ 2 — è il caso a3) che si présenta; di-
mostreremo ora la possibilità degli altri tre casi, sicchè gli esempi
del n. 3 esauriscono tutte le possibili In piane per h ~ 1 (n. 1).
ma non per h :== 2. •

Un semplice esempio d? involuzione presentante il caso b) si ha
considerandx), in un piano euclideo TT, la totalità délie terne di
punti A, B, C aventi un dato baricentro 0. I n ver o è subito vist o
che taie totalità è una I 3 . Inoltre, la 12 residua del generico punto P
di TT rispetto ad essa, consiste délie coppie di punti di T: s imme
triche rispetto al punto Q délia retta OP taie che 0 divida il seg-
mento PQ nel rapporto 2 ; 1 : e la simme tri a rispetto a Q n o n
amiaette P corne fondamentale.

Rileviamo che la suddetta I3^ pur essendo razionale (6), non puö
ottenersi corne totalità dei gruppi caratteristici di un sistema li-

(6) Infatti, introdotte in tz coordinate cartesiane (x, y) coll'origine in (),
il generico G-z di I3

4 puö venir rappresentato mediante le equazioni

ax3 -f bx -h c = 0; axy -+- §x --h y y -h ap(3ca — 2by) / (bx2 H- 3ay2) = 0,

e corrisijonde cosi bira^ionalmente aile coppie di tre parametri omogenei
-4a, b, c) ed («, p, y).
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neare oo3 di grado 3 di curve piane, in quânto appunto essa pre-

senta il caso b) e non il caso a8). Più generalmente, la In dette
n-ple di punii di un piano di dato baricentro (n > BK non pub ût-
tenersi come totalità dei gruppi caratteristid di un sistema lineare
oon di grado n di curve piane, poichè 1* involuzione residua rispetto

ad essa di un qualunque 6rn_3 del piano risulta una I3 del tjpo
suddetto.

Mssiamo ora in un Sz euclideo una quadrica F irriducibüe ed
un generico punto 0, e consideriamo sa ? Ie quaterne di punti
complanari aventi il baricentro in 0. Si yede facilniente rhe, sulla

4

superf ic ie r az iona le F. queste qua te rne costituiscono u n a I 4 . Si ha
2

inoltre cue la I3 residua del generico punto P di F, rispetto a
taie I 4 , détermina su F una trasformazione birazionale aveate un
punto fondamentale in f; e precisamente, la curva fondamentale
associata a P si ottiene prendendo il punto P ' simmetrico cli P in 0̂
e segando F col piano per P' parallelo al piano polare di P ' ri-
spetto ad F. La sezione. piana di F cosl oostruita non contiene ge-

neralmente il punto P, eppertanto la siiddetta I4 présenta il caso a^
Prendiamo da ultimo su di un piano euclideo TC una rete S irri-

duçibile di ooniche ed un generico punto 0, e eonsideriamo Ie qua-
terne di punti situati &ulle Tarie coniche dL - ed aventi il bari-
centro in 0. È subito visto che tali quaterne costituiscono, su -K}

4 2

una 14 . Inoltre; la 13 residua del generico punto P di TC defini^ce
una trasformazione cremoniana inyolutoria di ~ che ha il punto P
corne fondamentale, la relativa curva fondamentale ottenendosi nel
modo seguente. Si consideri in TC il fascio dolle coniche di 2 pas-
san ti per P ed il fascio di rette avente per centro il punto P ' sim-
metrico di P in 0, e si associno una oonica del primo faseio ed
una retta del secondo quando questa è parallela alla polare di P '
rispetto a quella : il riferimento fra i due fasci risulta manifesta-
mente proiettivo, e fornisce Ia curva richiesta come luogo delle
iuterse^ioni di due curve omologhe di detti f asci, Questo luogo è
pertanto una cubica piana passante semplicemente per P? sicehè
la T4 considéra ta présenta il caso a3).


