BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

BENIAMINO SEGRE

Osservazioni sulle involuzioni piane piu
volte infinite

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol. 3
(1948), n.3, p. 196-200.

Zanichelli
<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1948_3_3_3_196_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale é consentito liberamen-
te per motivi di ricerca e studio. Non é consentito 1’utilizzo dello stesso per
motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare
questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1948_3_3_3_196_0
http://www.bdim.eu/

196 B SEGRE

Osservazioni sulle involuzioni piane piit volte infinite.

Nota d¢i BeNiaMINo SeeRE (a Bologna) (¥).

Sunto, - Definute le wmvoluzione oof di gruppe n punte ds wn psano. s ne
studiano alcune sewmnplice esempr mostranis fra U alixro come — per d=>3 —
si presentino fattr nuove. non ‘avents U analogo per & 1. 2.

1. Tu virtd d1 un classico risultato — dovuto al CasrELNUOVO (1)
~ ogni involuzione oo di gruppi di » (=1) punfr di un piano
¢ razionale, e pud quindi (in infiniti modi) ottenersi come to-
talitd dei gruppi caratteristici di una rete di eurve piane.
La questione d’introdurre e classificare le wnvoluzton prane
péne volte infinete non & ancora stata posta — neé, tanto meno, af-
frontata — prima d’ora- cid forse perché essa presenta difficoltd
tali da render ogni risultato generale assai arduo e riposto.

Nel presente lavaro, definite le involuzioni di dimensione gqual-
sias: su di un piano (o, piz generalmente, su una varietd algebricaj,
se ne studiano alcuni semplici esempi lumeggianti taluna fra le
suddette difficolta.

2. Un’énvoluzione oo dv gruppr d¢e n punti di un prano © —

a . . . . .
brevemente: una I, — verra definita per induzione rispetto a d
nel modo seguente.

1°) Una I. non & che un gruppo non ordinato di »
punti, distinti o coincidenti arbitrariamente fra loro, di =; un
gruppo siffatto si denoterd anche talora col simbolo G, .

4 . . 1 .
2°) Una I, & una serie d’equivalenza g, su di una

3 . - - » i i 3
curva, eventualmente riducibile, di =; ogni Is = g, risulta noto-
riamente razionale, ed anzi lineare (%).

(*1 Liavoro eseguito nel Seminario Matematico dell’ Universitd di1 Bo-
logna, comunicato nel settembre 1948 al IIT Congresso dell’Unione Mate-
matica Italiana.

(t} G CasreLxvUovo, Sulla rasionalita delle wivoluzions piane, « Math.
Ann. », 44 (1894) = Memorie scelte (Bologna 1937), 275-204

(?) Ved. F. SveRI, Serie, sistemr d’equivalenza e corrispondenze alge-
briche sulle varietd algebriche, vol. I (a eura di Conforto e Maitinelh),
Roma 1942, n. 67.
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3% Una Iﬁ, per d =2, & un sistema algebrico puro oo® di G,
di =, tale che i resti di un. generico punto P di ~ rispetto ai suoi G,

costituiscano una Iﬁ:f

Va rilevato che, nella precedente definizione di involuzione
piana, il caso in cui la dimensione sia pari si presenta assai di-
versamente da quello in cui la dimensione sia dispari (}). In que-
st’ ultima ipotesi la definizione potrebbe venire modificata, esigendo

. . t . 1
soltanto Pinvolutorietd delle I,, e cioé assumendo che una I,
sia un’involuzione y, su di una curva (eventualmente riducibile)

. a L . .
di m: le I, che cost si ottengono verranno dette involuzioni
senso lato, chiamando — quando occorra — involuzioni n senso
stretto quelle definite dapprima.

Si dimostra subito che ogni Ig ¢ un sistema algebrico irri-

ducibile di G, ; che i resti di un generico G, di = (kg [g]) ri-

spetto ai (&, di una 1o formano una Iﬂ:ik; e che la totalith dei (7,

di =« costituisce una I;zln.

Osserviamo che un G, definisce, come insieme delle rette di =
contenenti uno (almeno) dei suoi punti, una ecurva di classe m.
Rappresentate linearmente le curve di classe 7 di = coi punti di
uno spazio S di dimensione n{n + 3)/2. si ottiene di conseguenza
in S una varietd algebrica, W,,,i cui punti rappresentano biunni-
vocamente senza eccezioni i @&, di =; tale W,, formisce quindi

un’ emagene della I costituita da questi G, . Ogni I8 di T, appar-

tenendo manifestamente ad Ia', si rappresenta in S coi punti di
una V, giacente sulla W,,; lasciamo al Lettore di interpretare

nelo spazio S la suddetta definizione delle 13, ¢io che porta a ca-

4, Che rappresentano delle 19 di =

Agginngiamo che le precedenti nozioni sulle involuzioni piane
si lasciano estendere senza difficolta alle superficie algebriche ed
alle varieth superiori.

ratterizzare inSle V,di W

3. Un primo semplice esempio di IS, di dimensione d =2k pari,
¢ costituito dall’insieme dei gruppi caratteristici d’un si-
stema lineare di curve piane, di- grado # e dimensione h + 1. Tale
insieme si rappresenta birazionalmente in modo ovvie sulla grass-

manniana delle rette di S,,,, sicche ogni 2" del tipo suddetto ri-

{*) Nel primo case la definizione pudé venir raccostata a quella data dal
SEVERI per le involuzioni sulle curve riducibili: cfr. loc. euf. in (3}, p. 123,



198 B. SEGRE

sulta razionale. B noto che nella categoria in discorso riemtra
sempre la Iin formata da tutti i G, di = (%), sicché questa I?,n -
eppercid anche la W,, di cui al n. 2 — & pure razionale.
Un esempio pii generale di 12 (h=1) si ottiene, su di una V' di
S,.(m = 3), introducendo in §,, un sistema puro di S,,_, tale che vi
sia uno ed uno solo S,,_, del s1stema,che contenga un generico S, _
di S,,, e considerando la totalith dei G, segati su V3 dai suoi S
Qualora V3 sia una superficie razionale, la rappresentazione di
questd su di un piano muta ovviamente la suddetta totalita in
una I2" piana. .

m—2*

4. Definiremo ora 'un’inveluzione oo® in senso stretio, di coppie

di elementi di un ente razionale oo? la quale risulta irrazionale.
Partiamo a tal fine da una V,® generale di S,; essa & irra-
-zionale, come ha recentemente stabilito il Fawo (°), e siano »
una delle sue oo? rette, P un punto situato sulla + e = la stella oo?
delle rette di S, tangenti in P a V. Vi sono infinite superficie
rigate - aventi la + quale direttrice semplice — che toccano V,?
lungo la #; una di esse resta ad esempio definita coll’ assegnarne
una direttrice ulteriore, potendosi assumere come tale una qua-
luhque curva algebrica di S, che (quale per esempio ogni retta
. sghemba con 1) sia incontrata in un sol punto variabile dagli spazi
tangenti a V,® nei punti della . B chiaro che ciascuna di quelle
rigate ¢ razionale, ed incontra V,* lungo la » contata due volte e
lungo una curva razionale unisecante le sue generatrici. Fissiamo
genericamente quattro- rigate R,, R,, B;, R, del tipo suddetto, e
consideriamo sulla » un generico punto P’. Le generatrici g,, ¢,,
9ss 9. 91,95, 9. g’y delle R, R,, R;, R, uscenti rispettivamente
da P e da P’ costituiscono allora due quaterne di rette a tre a tre
indipendenti nelle stelle = e 7’ formate dalle rette tangenti a V?
in P e P/, sicche fra tali stelle rimane definita un’omografia tra-
sformante g,. g,, ¢g;. g, ordinatamente in g',, g's, 'y, g',. Fissate
in = due qualunque rette g, g, le loro trasformate in tale ~omografia
descrivono al variare di P’ sulla r — due rigate R, R del tipo
suddetto, contenenti rispettivamente le g, g; e siano I, I le curve
razionali secondo cui le R, R incontrano V,? fuori di ».

X subito visto che, associando fra loro g e g quando le rela-
tive L, I, abbiano in comune un punto che non appartenga a tutte

(4) Cir. F. SEVERI, op. c¢it. in (%), n. 28.
(®) G. Faxo, Nuove ricerche sulle varietd algebriche a tre dimensioni a
curve-sezioni canowniche, « Comment. Pont. Ac. Sc », 11 (1947), 635-720, n. 38.
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le rigate provenienti nel modo indicato dalle varie rette di =, si
viene a definire in = un’involuzione co?® in senso stretto di coppie
di elementi. Quest’involuzione risulta poi irrazionale, in quanto
si ottiene un riferimento birazionale fra essa e V,;® col far corri-
spondere alla sua coppia g, ¢ generica il punto (di V,?) comune

alle relative curve L, L.

5. Riferiamoci ad una I, di un piano =, ed osserviamo che —
in base al n. 2 — la I?,_l residua rispetto ad essa del genmerico
punte P di n definisce una trasformazione cremoniana involutoria
di =, la quale & priori pud '

a) avere il punto P come fondamentale,
oppure .
b) non avere il punto P come fondamentale.

Nel caso a), inoltre, 1a curva C che corrisponde a P mnella sud-
detta trasformaszione cremoniana puo

@,) non contenere P,
oppure

a,) passare semplicemente per P,
od infine

a,) avere in P un punto multiplo.

Notiamo .che — in eciascuno degli esempi ottenibili dal primo
capoverso del n. 3 per h—2 — ¢& il caso a,;) che si presenta; di-
mostreremo ora la possibilith degli altri tre casi, sicche gli esempi
-del n. 3 esauriscono tutte le possibili mn piane per h =1 (n. 1).
ma non per h =2.. .

Un semplice esempio d’involuzione presentante il caso b) si ha
considerando, in un piano euclideo =, la totalith delle terne di
punti 4, B, C aventi un dato baricentro 0. Invero & subito visto
che tale totalith & una I; . Inoltre, la Iz residua del generico punto P
di = rispetto ad essa, consiste delle coppie di punti di = simme
triche rispetto al punto @ della retta OP ftale che O divida il seg-
mento PQ nel rapporto 2:1; e la simmetria rispetto a @ non
ammette P come fondamentale.

Rileviamo che la suddetta I:, pur essendo razionale (°), non pud
ottenersi come tfotalita dei gruppi caratteristici di un sistema li-

(®) Infatti, introdotte in = coordinate cartesiane (ux, y) coll’ origine in ().
il generico G; di Iz* pud venir rappresentato mediante le equazioni

ax’ +-be 4 ¢ =0, oy + B + 1y + aB(3ca — 2by) / (b2 + Bay?) =0,

‘e corrisponde cosi birazionalmente alle coppie di tre parametri omogenei
da, b, ¢) ed (% B, 7).
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neare oo® di grado 3 di curve piane, in quanto appunto essa pre-

senta il caso b) e non il caso a;). Pii generalmente, la Ii"—g delle
n-ple di punti di un piamo di date baricentro (n=3). non puod ot-
tenerst come lotalita dei gruppi caratteristici di un sistema limeare
oo di grado n di curve piane, poiché 1'involuzione residuna rispetto

ad essa di un qualunque G,_; del piano risulta una I; del tipo
suddetto.

Fissiamo ora in un §; euclideo una qunadrica F irriducibile »d
un generico punto 0, e consideriamo su F le quaterne di punti
complanari aventi il baricentro in 0. Si vede facilmente che, sulla

. . . . - 4 -
superficie razionale F. queste quaterne costituiscono una I,. Si ha
. 2 . : . :
inolfre che la I, residua del generico punfo P di F, rispetéo a

tale I:, determina su F una trasformazione birazionale avente un
punto fondamentale in P; e precisamente, la curva fondamentale
associata a P si ottiene prendendo il punto P’ simmetrico di P in O,
e segando F col piano per P’ parallelo al piano polare di P’ ri-
spetto ad F. La sezione piana di F cosl costruita non contiene ge-

neralmente il punto P, eppertanto la suddetta I: presenta il case a,}.

Prendiamo da ultimo su di un piano euclideo = una rete = irri-
ducibile di coniche ed un generico punto 0, e consideriamo le gqua-
terne di punti situati sulle varie coniche di X ed aventi il bari-
centro in 0. T subito visto che tali quaterne costituiscono. su =,

una 1z. Inoltre, la I; residua del generico punto P di = definisce
una trasformazione cremoniana involutoria di = che ha il punto P
come fondamentale, la relativa curva fondamentale ottenendosi nel
modo seguente. Si consideri in = il fascio delle coniche di X pas-
santi per P ed il fascio di rette avente per centro il punto P’ sim-
metrico di P in O, e si associno una conica del primo fascio ed
una retta del secondo quando questa & parallela alla polare di P’
rispetto a quella; il riferimento fra i due fasci risulta manifesta-
mente proiettivo, e fornisce la curva richiesta come luogo delle
intersezioni di due curve omologhe di detti fasci, Questo luego &
pertanto una cubica piana passante semplicemente per P, sicche

4 . X
la T, considerata presenta il caso a,).



