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Su due teoremi di confronto relativi
ad un’equazione differenziale ordinaria del primo ordine.

Nota di Feperico CAFIERO (a Napoli).

Sunto. - Si dé una nuova semplice dimostrazione di duwe teoremi di con-
fronto relativi all’ equazione y' = f(x, y).

In una recente Nota (!), BAJaDA enuncia fra 1’altro due teoremi
di confronto relativi all’equazione differenziale y = f(x, y) e ne
da una dimostrazione basata essenzialmente su di un procedi-

() B. Basapa, Confronto e dipendenza dai parametri degli integrali
delle equazioni differenziali. Nota I e I1, « Rend. Acc. Naz. Lincei », 8. VIII,
vol. ITI, pp. 268-271, (1947).
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mento (°) elaborato da ToNELLI per la risoluzione delle equa-
zioni funzionali del tipo VOLTERRA e su procedimenti {?) suoi, re-
lativi all’approssimazione delle soluzioni di un’equazione diffe-
renziale ordinaria del primo ordine. Tali dimostrazioni, certamente
non prive d’interesse perché condotte con ragionamenti diretti,
sono alquanto complesse e laboriose malgrado 1’ipotesi della con-
tinuitd di f(x, ) in cui per semplicita si mette Basapa. In questa
Nota, mettendomi nelle ipotesi piih ampie di CaraTHEHEODORI, do
una nuova semplice dimostrazione di tali criteri di confronto.

N. 1. - 11 primo dei teoremi di confronto dimostrati da Basapa
si pud mettere nella forma seguente :
A) Sia f(x, y) misurabile rispetto ad x, continua rispetto ad 'y
nella striscia :
S:x,<x<z,+a, — o0 <Y < + oo (@ > 0)

ed ivi soddisfi alla limitazione :
(1) [f(@ )| <q@)

con (x) sommabile (nel senso di Lebesgue) in (x,, x, + a). Allora
se y(x) e continua e soddisfa alla disuguaglianza integrale:

x
(1) ) <y + [, i)t m<E<a<ax,+a,
£
esiste almeno una soluzione g(x) dell’ equazione imiegrale in y:
x
y =1y, + [fle, )t Yo = Y(ay)
Xo

soddisfacente alla limitazione g(x) = y(x) in tutio (x,, X, + a).
Allo scopo di dimostrare il teorema enunciato, introduciamo la
funzione :
y flo, ) per yi®)<<y

@Y= o, ) per 1i@) >y

definita nella striscia S, ivi misurabile rispetto ad x, continua ri-
spetto ad y e per la (1) soddisfacente alla limitazione :

| Flz, y)| < qlw)-

(?) L. ToxeLni, Sulle equazioni funzionali del tipo Volterra. « Bull.
Calcutta Math. Society », 20, (1928), pp. 31-48.

(3) B. Basapa, Le approssimazioni successive e gli integrali delle equa-
gioni differenziali ordinarie. Nota I, « Rend. Acc. Nax, Lincei », s. VIII,
vol.-II, (1947), pp. 261-268.
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Cid posto consideriamo I’ equazione integrale in y:

X
I y=y,+[F( yat Yo = 1(o)
Zo
Orbene, faremo vedere, cid che dimostra 1’asserto, che ogni so-
luzione g(x) (*) della (II) soddisfa alla limitazione:

glx) = v(x) Ty LT <Xy + .

Infatti la superiore limitazione & per supposto soddisfatta in z,
e quindi se ci fosse un punto { a destra di x, in cui gE) < y().
detto (¢,, %) il massimo intervallo, contenente %, nell’interno del
quale risulta g(x) — y(x), sarebbe g(§)) = v(,). Per « interno a (§,, %,)
risulterebbe quindi :

@) > gla) = g&) -+ [ F(, gitpat =+6,) + [fit, vd)dt.
& Y
Ma cid & assurdo perche per ipotesi y(x) soddisfa alla (I) (5).

N. 2. - Passiamo ora alla dimostrazione del secondo teorema di
confronto che, a prescindere dalle ipotesi pili generali in cui ci
siamo messi, & il seguente:

B) Sia f(x y) misurabile rispetto ad x, continua rispetto ad y
nella striscia:
Sia<<x<b —oco<y<+oo
ed tvi soddisfi alla limitazione (1). Sia inolire (x) continua, decre-
scente in (a, b) e soddisfi alla condizione:
i) Per ogni punto (,, w) dé¢ S, st possono delerminare due nu-
meri positivi 8, e 3, in modo tale che:

@ YE) — Ux)=[Max|f(t, y) — f(F, ys) | dt  per E<z<§, +3,
£,

(3) 4"(51) - "l’(x) gj Max ] f(ts yl) - f(t: yz) 1 at per Zl - 81 nggl
51

{!) Nelle ipotesi in cui ci siamo posti ne esiste almeno una ed il suo
campo di esistenza e di ogni altra eventuale & tutto (x,, x, + @). Cfr. G. Sax-
soNe, La equazioni differenziali mel campo reale. Zanichelli, Bologna.
Parte II, p. 129.

Il teorema ivi riportato & di CARATHEODORY, Vorlesungen tiber Reelle
Funktionen. « Zwaite Auflage ». Berlin, (1927), pp. 665-674.

>y Nella dimostrazione del teorema 4) abbiamo fruito di un ragiona-
mento di G. Scorza Dracgonrt. Cfr.: Sugli integrali dei sistemi di equa-
zioni differenziali, « Ist Liombardo di Scienze e Lettere », vol. 64, fasec.
XI-XV, (1931), p. 661.
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dove il massimo &, per ogni x, determinato nel dominio (°):
(=9 [ <<%, [n—¥ <3,

Allora se y(x) & continua e soddisfa in (a, b) all’ equazione:
x
Yi@) = ¢ (x) + [ f(t, v(E)dt a<x,<b,
ogni soluzione g(x) dell’ equazione integrale in y:

y =y, + [t yadt

o

soddisfa alle limitazions :

glx)>y(x)  per o m, <x<<h se Y, =7(w,)
glx) <-vy(x)  per ez <<z, Se  Yp="Y(%,)

Cominciamo col dimostrare che:
0 g@) =@ per w=<w<b se y==1(x,).

Se infatti ci fosse a destra di x, un punto £ in cui g(¢) < (),
poiche la superiore limitazione & per supposto verificata in x,,
detto (¢, %,) il massimo intervallo, contenente £, nell’interno del
quale risulta g{x) << y(x), sarebbe g(%,) = v(%,). Per « interno a (§,, &)
risulterebbe quindi:

vi@) — glw) = g/ [F(, 1(t) — f(t, gtN)dt + Y@) — 4(E) > 0

e cloé:
YE,) — Ya) <£/ [t 1) — ft, gt)lat & <ax <.

Ma cid & assurdo per la (2).
Analogamente si dimostra che:

(5) glw) < v() per @ =x =%, 8e Yo << Y(,)-

Se ora ci fosse un punto g, per fissare le idee a destra di x,, in

(5) La funzione della variabile «  Max | f(x, y,) — f(®, ¥.) | (b, =y;=<"b,,
¢, =y,=<c,) !& misurabile in (a, ) e quindi per la (1} sommabile. Cfr.
L. Cesari1, Sul teorema di densitd in semso forte. « Annuli della Scuola
Normale Superiore di Pisa », s. II, vol. VIII, (1938). pp. 301-307, nota (43).
Cfr. anche L. T1BALDO, Un teorema sulle funzioni wmisurabili rispetto ad
una e continue rispetto ad un’alira variabile, « Rend. Ace. Naz. Lincei »,
s. VIII, vol. I, (1947), pp. 146-152.
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cui g() = y(%), poich® le (5) vale comunque si prenda x, in (a, b),
risulferebbe:
gwy<vl@) per a<<a<i,

cid che per la (4) porterebbe:
glx)=1yl®) per wy<w<%.

Ma allora Y(x) dovrebbe assumere in ogni punto dell’intervallo
{x,, %) il valore y,. E questo & assurdo poiche, per ipotesi, Y(x) &
decrescente (7).



