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Sulle trasformazioni puntuali f ra due spazi ordinari.

Nota di COSIMO SANGERMANO (a Parma).

Sunto* -tSi studiano Ie trasformazioni puntuali fra due spazi ordinari in
una coppia di punti corrispondenti a Jacobiano nullo nel caso che il
déterminante Jacobtano abbia caratteristica 1.

1. Il VILLA ha recentemente studiato Ie trasformazioni puntuali
fra due spazi ordinari in una coppia di punti corrispondenti a Ja-
cobiano nullo nel caso generale in cui la caratteristica del déter-
minante Jacobiano sia 2 (J). Nel presente lavoro si esamina il caso
piu particolare in cui tale caratteristica sia 1.

({) Si veda: M. VILLA, Sulle trasformazioni puntuah fra due spam or-
dinari in una coppia a Jacobiano nullo, Questo « Bollettino », s. III, v. II,
p. 95, 1947.



120 C SANGERMANO

2. Betta stazionaria e piano stazionario. - Siano

se' — axx -4- aty -+- azz -+- [2]

(2.1) y' = 6 ^ -K ft,?/ •+- M "*- [21
z' — da; -+• c2̂ / -+- c30 -i- [2]

Ie equazipni di una trasformazione puntuale T tra due spazi JS3(£C, y, &)
ed S9

f(x'y y', &') nelPintorno della coppia^O, O') di punti corrispon-
denti, avendo assanto O, 0' come origini delle coordinate proiet-
tive (non omogenee), essendo Ie a7 6, c costanti e indicando con [2]
i termini di 2° grado e di gradó superiore.

Supponiamo che il déterminante j at bt c% \ sia nullo e di caratte-
ristica 1. Per fissar Ie idee, ci} c2, c3 non siano tutte nulle, sicchè
puö porsi

at = hc%, bx = kct ( « = 1 , 2, 3).

Un generico El (non appartenente al piano cxx -+- c^y -f- t%z = Q\
di centro 0 viene trasformato dalla T nell'JB/ della retta

x' — hz' = j / ' — /c0' =i 0 ;

tale retta (che si dira stamonaria) puö assumersi come retta x' ^'=0?
il che dà luogo alla determinazione

(2.2) h = h = 0.

TJn generico piano per 0' (non appartenez!te al fascio avente
per asse la retta stazionaria) si tras forma, médian te la T, in una
superficie avente per piano tangente in 0 il piano di equazione

CjX H~ cty -t- c32 — 0 ;

tale piano (che si dira stamonario) puö assumersi come piano z = 0,
il che implica
(2.3) c1 = c2=,0.

3. Piani principali e rette principale - Gon la scelta fatta fin
qui dei riferimenti proiettivi dei due spazi, Ie equazioni di T (scri-
vendo anche i termini di secondo grado degli sviluppi in serie)^
posto c3 ~ c, assumono la forma :

xf =. aux
i -4- dt%y2 +- a33^

2 H- 2a12xy -f- %aizxz •+- 2anyz ~h [3]
t/r ^= 6ncc3 -4- 632^

2 -4- &330
S H~ 2bltxy H~ 2bux& -+- 2bi3yz 4- [3]

»' » es H- cna?2
 -H c^y2

 H- €330* -4- 2cltxy -+- 2CJ3OÏ0 -4- 2c232/0 +- [3].

Ai piani t/' = mas' passant! per la retta stazionaria corrispou-
dono in S3 superficie che hanno in 0 punto doppio e il cui cono
tangente è segato dal piano stazionario nella coppia di rette rap-
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preëentata dalle equazioni

(3 1)
n — man)x

2 -+- 2(612 — man)xy -h {b%% — mazi)y
2 — 0.

I piani y' = ma?' per cui Ie rette (3.1) Bono coincidenti (piani
si diranno prindpali) sono quelli per cui m è radice dell' equazione

(3.2) (6ia — ma12)
2 — (6n - wan)(6M — ma22) = 0 ;

questa, se non è una identità rispetto ad m (2), ammette in gene*
raie due radiei distinte m1, mâ, corrispondentemente alle quali si
hanno i due piani principali

y' = mxx\ y' = mtx'.

Assumendo questi piani come piani y' = 0. x' = 0 del riferimento
proiettivo di S&\ si ha :

(3.3) m, = 0, — — 0.

DoTendo allora la (3.2) ammettere come radiei Ie (3.3) si ha

(3.4) 612* — &U6M = 0, a„« — aua2S = 0,
e quindi

Le due rette

0 — auaî -+- any ~ 0, s = &>2y -4- 6ua? = 0

sono Ie generatrici di contatto col piano stazionario dei coni tan-
genti in O alle superficie corrispondenti ai piani principali (coni
che si diranno principali).

Assumendo tali rette (che si diranno rette principali) rispettiva-
mente come rette z = x = 0, z = y — 0, si ha

13.5) a1%=bl% = 0.

4. Cono cuspidale. - Le rette z = y — ux = 0 del piano stazio-
nario hanno per corrispondenti Ie curve cuspidate (au = a, b%l = 6)

x' = ax2 -f- [3]
y' = buxx% •+- [3]

z' = (cn -+- 2c12tt -+• c22^
2)iT2 •+- [3],

(2) In tal caso (che qui si esclude) tutti i piani per la retta stazionaria
sarebbero piani principali.
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le cui tangenti cuspidali

a bu1 cu -h 2c nu ^ cnu
%

sono, al variare di u, le generatrici di un cono (che si dira cono
cuspidale) avente per equazioni parametriche

x' =

z' = {ci%u* -f- 2cnu •+- cu)v (3),

II cono ouspidale è tangente ai piani principali lungo Ie rette

)

y' = az' — cux'.

ABsuniendo Ie rette (4.1) come rette xf ~ z' = 0, ^' — z' = 0y si lia

5. Gono jacobiano. - La superficie jacobiana della T ha in O
punto doppio (generalmente conico), e il suo cono tangente (che si
dira cono jacobiano) ha 1' equazione :

(ax -+- aïZz){by •+• bnz) — aM6180* — 0.

Nella polaritk che il cono jacobiano subordina f ra i piani e Ie
xette appartenenti alla stella di centro O, al piano stazionario cor-
risponde la retta
(5.1) ax ~h aizz = by -+• bnz = 0,

Assumendola come retta x = y — 0, si ha

6. Riferimento metri«o intrinseco. - Da quanto si è detto ri-
«ulta che Fintorno del 2° ordine della trasformazione in (O, 0')
definisce intrinsecamente due terne di assi, che costituiscono, nella
geometria metrica, un riferimento intrinseco.

(3) U equazione cartesiana del cono cuspidaie è

— ac22y' — bcHx')2 = &ci2ab x'y'.
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In tale riferimento Ie equazioni di T possono scriversi

x' = ax% -+- anz
x -h 2azzyz H- [3]

(6.1) y' = by2 •+ buz* •+- 2bnxz -H [3]

zf = cz H- 2clixy -+- c33s* -h Jcl3o?0 -+- 2cnyz -+- [3] ;

in esse tutti i coefficienti sono invarianti metrici.

7. Alcune rette intrinsecamente caratterizzato. - I due coüi
principali (n. 3)̂  che, nei riferimenti introdotti, hanno Ie equazioni

ax2 -H anz
l -+- 2a23i/£! = 0

&j/2 -f- bnz
2 -+- 2bizxs =i 0,

sono ulteriormente segati dai piani x = 0, /̂ = 0, rispettivamente
lungo Ie generatrici

x = auz -+- 2auy = 0
y^buz + 2bnx=Q;

assumendo queste due rette come rette x — z — y = 0, y = z — x —0.
si ka
(7.1) 2ag3=: - a 3 3 ; 2613 = -fe3 3 ,

Consideriarao ancora V E% di flesso (ordinario) appartenente alla
retta ^tazionaria (aj —y = 0). Ad esso corrisponde, nella ï7, l'ele-
mento curvilineo

Z' = CZ H- C3302 -4- [3] ,

il quale ha per piano osculatore in 0' il piano di equazione

&33œ' — any' = 0 ;

assumendoio come piano x' — y' = 0, si ha, tenendo conto anche
delle (7.1)
(7.2) 6„ = a„ = - 2 o l l = - 2 6 l t .

Assumeremo infine come retta x' = y* = zf una delle due rette
in cui il piano x' - y* = 0 sega il cono cuspidale ; con tale scelta
si lia

4c i g2 = ab.

Esistono dunque oos riferimenti proiettivi, rispetto ai quali la tra-
sformazione puntuale T puö rappresentarsi, nell5 intorno della coppia
(O, 0% médian te Ie equazioni

x = ax2 -4- dz(z — y) -+- [3]

(7.3) y' = % s •+- dz(z — x)+ [3]

0' - es + \abxy -+• ds(te -f- mt/ -+• ne) -H [3],
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in cui si è posto

azz = d, 2c xz = dl, 2c23 = dm, cn = dn.

8. Alcuni invarianti proie ttivi. - Osservando che ormai è stato
fissato intrinsécamente il riferimento proiettivo nella stella di

centro 0, appare che -̂ , -, sono invarianti proiettivi della traslor-

mazione.
Infatti, i due coni principali sono segati rispettiramente dai

piani y =r 0, x ~ 0 nelle coppie di rette :

y = ax* -H àz1 = 0 e ' x = hyl •+- dz* = 0 ;

e i due rapporti sopra indicati sono i qnadrati delle coordinate
proiettive di taii rette ner due fasci di centro 0 appartenenti ai
piani y =. 0, x = 0.

Segue subito l'invarianza del rapporto -=g-, che si deduce an^che

dair equazione del cono jacobiano d V — iabxy=Q.
I l significato geometrico di quest' ultimo invariante puö otte-

nersi considerando il piano polare della retta x = y — 0 rispetto
al cono jacobiano, cioè il piano 2ab(x «-«/)— dlz = 0. e la retta r
intersezione di tale piano col piano y = 0, cioè la retta

y = 2abx — d2z = 0.

Ebbene Ie rette r, as = 0, 0 — 0, a? = 0 formano nelFordine scritta
un birapporto che vale appunto 2abjd*-


