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Sulle equazioni della dinamica dei fluidi perfetti (*).

Nota di MARIO MANARINI (a Bologna),

Sunto. • NelV ordine d'idee sviluppate in una recente Nota del sig. PAIL
LOUX si stabilisée, nello spa&io-tenipo euclideo e nello schema eitleriano.
un' equasione vettoriale universale della trasformazione per movimento
di un fluido perfetto che, oltre sintetizsare tutto ciö che possono dare
per tale trasformasione la Meccanica rasionale e la Geometria in quanto
V equazione stessa compendia V or dinar ia eqtmzione universale del mo-
vimento e V'equazione di continuité nello schema euleriano, ci permette
di dedurre immediatamente il teorema di EULERO nella sua forma ge-
nerale.

1, In una recente Nota (]) apparsa nei « Comptes Rendus des
séances de l'Académie des Sciences de .Paris », il sig. H. PAIL-

LOTTX trasforma le equazioni cartesiane del movimento dei fluidi
perfetti in modo da dar loro una forma poco dissimile dalP equa-
zione di continuité, nello schema euleriano; con ciö egli puö de-
durre una forma integrale generale per il teorema di EULERO.

Colgo Poccasione per trattare tale questione ottenendo, con Puso
delle omografie vettoriali nello spazio-tempo euclideo, un' equa-
zione che, oltre a sintetizzare tutto quanto ei puö dare per lo studio
della trasformazione di un fluido in movimento la Meccanica ra-
zionale e la Greometria, cioè la cosidetta equazione universale e
Fequazione di continuità, ci permette di dedurre subito, in forma

(*) Lavoro eseguito nel Semiiiario Matematico dell' Università di Bologna,
yl) H* PAILLOUX, Sur les équations des mouvements des fluides parfaits,

«Comptes Eendus d. s. de l'Ac. d. Sc. de Paris», 1947, t. 225, pagg..
1122-1124.
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generale, il teorema di ETJLERO relativo alla pressione che esercita
<sopra la superficie che limita una porzione del fluido, il fltiido
<îircostante.

Bicordiamo che F equazione universale per il movimento di un
fluido perfetto e V equazione di continuità nello schema euleriano,
cioè involgendo l'atto di moto euleriano v(M9 t), dove v è la vélo-
<3ità, al tempo t, délia particella del fluido che in taie istante occupa
il posto M, sono date rispettivamente dalle relazioni

(2) H |

nelle quali p e p indicano la densità e la pressione ed F h il vettore
délia forza per unità di massa del fluido.

Considerando il, campo yettoriale v(M, t) ed il campo scalare
p(M* t) indipendentemente dal loro significato fisico, ma semplice-
mente quali date funzioni del punto M e del parametro t soddi-
sfacenti ad opportune condizioni di continuità e di derivabilità,
ha luogo Tidentità vettoriale:

{3)
dov dv—

Questa si verifica subito tenendo presente la formula di analisi
Tettoriale che dà il gradiente di una diade.

Eiferendoci ora ad un fluido perfetto in movimento, qualora
v(Mi t) e p(Jf, t) abbiano i significati fisici di cui sopra, tenendo
presente le equazioni (1) e (2), la (3) si muta nell'equazione

dpv
(4) gradM ( ?H(v, v) + p\ + -^ = ?F.

Cosicchè, quali equazioni délia trasformazione di un fluido per
movimento, si possono prendere, al posto délie (i) e (2) le (4) e (2) ;
le quali presentano una particolare analogia formale fra di loro,
che è più appariscente ancora &e si passa aile equivalenti quattro
equazioni scalari che si possono dedurre ricorrendo ad un riferi-
mento cartesiano. Queste equazioni cortesiane costituiscono precisa-
mente il sistema di equazioni (1) délia citata Nota del sig. PAILT

TIOTJX.

Consideriamo ora lo spazio euclideo quadridimensionale E4 nel
quale le quattro coordinate cartesiane ortogonali di ogni punto P
siarto date dalle" tre coordinate spaziali x, y, z dei punti M delJo
spazio euclideo ordinario E% e dal tempo t. Sia x il versore dello
spazio E4, normale allo spazio i?3 di E4 ; cosicchè nel riferimento
oartesiano rispetto al sistema ortogonale (0, x} y, #, t) il vettore1 T sar à
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il verso re che détermina Passe Ot dei tempi, mentre i versori degh
assi Ox, Oy, Oz, potranno essere indicati, come al solito, con *, j , Je.

Per maggiore uniformità di notazione i quattro versori prece-
denti si potranno indicare con it. *2, i$, t\ dove è ^ r z t e l e quattro
ooordinate cartesiane dei punti P si potranno indicare con xlf xt,
x3, xA, dove è x4 --= t.

Se P(M, t)f ossia P(x, y, z, f), è il punto dello spazio-terapo E4

determinato dal panto M di E3 dove si considéra la generica par-
ticelia del fluido in movimento e dal valore di t a lPis tante ai
quale ei riferiamo, all'equazione di continuità (2) si puö dare, in E4.
la forma piii compendiosa :

(5) divpp(v + T) — 0,

esprimente che il vettore p(v -+- T) è, in detto spazio-tempo, sempre
un vettore solenoidale. Nello spazio Ez è solenoidale i l campo delle
velocità v, nel caso dei fluidi incomprinlibili.

Entrambe Ie equazioni (2) e (4), oppure Ie equazioni (2) e (5) si
possono poi compendiare nelF unica equazione di schema euleriano
in EA :
(6) g r a d p pH{v •+• T, V -H T) = pF — g r a d M p ,

nella qua^e H è il simbolo che indica una diade.
Ciö si puö provare per via eartesiana o, volendo, per via vet-

toriale assoluta. Al secondo membro f igura un vettore parallelo
allo spazio E% di j?4 .

Se poi introduciamo Ie notazioni

w = yjp{v +- T) , ƒ = pF

Vequazione (6) prende la forma:

(6') gr a à p H (w, w) = f—

che è del tutto analoga alla forma dell' equazione del moto dei
fluidi incomprimibili in JB3.

Se ricorriamo aile accennate coordinate cartesiane xx, x2, xz, x4,
in Ei e poniamo w nella forma eartesiana

w -

Vp̂  u% ~ ^ V P Î UZ ~^ ̂ Vp^ w* = Vps Nielle quaîi u, t), rv^
sono le componenti di t?, traducendo cartesianamente la (6') si ottiene
subito il sistema delle quattro equazioni stabilito nella Nota del

Moltiplichiamo ora la (4) per 1' elemento di volume dCl =r dSdt —
= dxdydzdt dello spazio E± ed integriamo. estendendo Pintegra-
zione ad un dominio (il) di EA. Se (2) è la frontiera di (O) ed n,e è
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il versore che, nei punti di (2), détermina la normale esterna a (2),
le tre integrazioni quadruple al primo membro si possono sosti-
tuire con integrali tripli di frontiera, estesi a (1) ; e si ottiene :

' ' jjlp(v x ne)vd% •+- jjlpnedl> -+- fflpvdS — ƒƒƒ
[2) (2) (JS) iû)

I primi due integrali al primo membro conseguono dal teorema
del gradiente. Per ottenere il terzo integrale si puö> ovriamente,
osservare che, ad esempio con procedimento vettoriale? si ha!

dfl = JIJ H(ne, po)zd^> — ni pvdS.
(ï) (2)

Per passare alle equazioni cartesiane equiva^nti alla (7), che
si riducono a tre perché si tratta di vettori dello spazio Ed, basterà
tener conto che le proiezioni di ned2 sugli assi Cte, Oy, Gz, sono
rispettivamente dydzdi, dzdxdt, dxdydz, mentre, corne si è già te-
nuto conto, la sua proiezione sull' asse Ot è dxdydz — dS. *

La (7) è, in forma integrale, un' espressione generale del teo»
rema di ETTLERO relativo aile pressioni esercitate sulla superficie
che limita una porzione di fluido, dal fluido circostante.


