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Sttgli elementi curvilinei piani Ez con lo stesso JE7t.

Nota di CABKELO LONGO (a Eoma).

Sutito* - Si studio, Vinsieme ctegli E3 piani per uno stesso Ed ottenuti coin-
binando linearmente le equasioni di due degli E3.

Scopo della presente Nota è di chiarire per gli E3 (*), aventi lo
stesso Ex, ossia lo stesso centro e la stessa tangente, il concetto di
fascio di due E3, ossia Tinsieme co1 di Ez ottenuto combinando
linearmente Ie equazioni di due degli Ez.

Grli Ed di un fascio si possono mettere in corrispondenza biu-
niYoca con Ie cubiche di un fascio ovyero con i punti di una co-
nica: per questo credo più opportune chiamare il fascio di2?8 ,un
fascio ra&ionale.

Dati due degli E% di un fascio do la costruzione di un qualsiasx
altro Ez del fascio.

In un lavoro in corso di pubblicazione mi sono occupato della
questione analoga per Ie calotte a3 (s).

La questione si potrebbe facilmente genexalizzare per gli Ek.

1. Consideriamo gli Ez piani aventi uno stesso centro, e la stessa
tangente :

scelto il punto 0(0, 0) come centro e la retta y = 0, corne tan-
gente, l'equazione di un _E3, appartenente ad un piano a, è del tipo;

(1) aoy = a2x
2 H- azx

% -h [4]^

ove con [4] .̂ s'indicano termini d'ordine maggiore di 3.

(4) Per Ie nozioni riguardanti gli Ek si veda la Memoria di E. BOM-
PIANI: Elementi différenciait regolari e non regolari sul piano e loro apph-
cazioni alle curve algebriche piane. « Rend, di Mat. dell' Univ. di Eoma »?

vol. 5°, 1946.
(-) C. LONGO : Invarianti di calotte del 3° ordine, « Rend, di Mat del-

di Roma», 1948.
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Poichè si studiano gli _E3, nel piano pro^ettivo, rispetto alle col-
lineazioni, possiamo assumere a0, as, a3 come coordinate omogenee.
Si possono allora rappresentare gli Es con i punti di un piano p.

Kispetto alle collineazioni costituiscono, evid^ntemente, totalità
invarianti :

1°) gli E$ cuspidali, ossia quelli per cui è a0 = 0 ;
2°) gli JE3 di flesso, ossia quelli per cui è a% — 0 ;
3°) F Ez di flesso di specie superiore, o iperinflessionale, di equa-

zione : aoy = [4]^.
Un' omografia di a che lasci fisso il centro 0 e la tangente y = 0

di equazioni
(2) X = AXf - h |XJ/', y = fct/', 0 ^ r TTjOj' -f- 7T2J/' - h 7T0'

trasforma 1' eqnazione (1) di un Ez, nell' ^ / di equazioni :

(3) a o y = a%'x'2 ~h a8 V
3 -+- [4]»/

per cui :

(4) pa', =

Le equazioni precedent! rappresentano una trasformazione qua-
dratica T del piano p in un piano p' : Ie equazioni (lella inversa T '
di T, si possono ottenere applicando alP equazione (3) dell' E/, Porno-
graf ia inversa della (2). Per Ie equazioni della T' si ha:

L'omografia (2) trasforma quivhdi il piano p i cii* pnnti rappre-
sentano gli B3 , w tm piano $' inducendo una trasformazione qua-
dratica i cui punti fondamentali appartengano rispettivamente agli B2

caratteristici (Eg* ed E^*) rispettivamente di equazioni :

2a 2u
«o»» = — -f < + »• * aoV = -y < r + •»

Si osservi che P B3 ( invariante) iperinflesionale giustif ica P esi-
s tenza in p(e p') del punto base (il centro delP^j '*) .

Agl i oo1 E&

<5) (pa, + vbo)y = (pa2 -+- ébjx* •+• (pa3 + <r63)x
3 -+• (4]^

ohe si ottengono combinando l inea rmente Ie equazioni di due i j , ,
e che sono rappresentati in p dai punti della retta AB, se A e B
sono rispettivamente i punti rappresentanti in p i due J53, corri-
spondono gli oo1 Ed' che sono rappresentati in p' dai punti della
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conica :
(6) kiz(ajbç — ao&2)(X7uao'a3'

Questa conica8 si spezza nella retta a0' — 0 ed in una retta per
il centro delFi£2'* solamente se: a260 — a0b2 = 0, ossia se gli oo1EB

del sistema (5) hanno ]o stesso E% e quindi la retta AB che li rap-
présenta passa per il centro dell'i?.,*.

Si osservi ehe la conica (6) è indiriduata dalla retta AB e non
dai due punti A e B: ossia se si prendono altri due Ez del sistema (5)
questi indiyiduano la stessa retta e quindi la stessa conica (6). In
particolare per individuare questa conica e quindi il sistema (5) si
possono scegliere gli E% corrispondenti ai punti d' intersezione della
retta con Ie rette invarianti a0 = 0 e a% = 0, ossia V E3 di flesso e
V Ez cuspidale del sistema (5).

2. Per un Ez vi sono oo5 cubiche Cz, Scelto un punto P (non
appartenente aj.la tangente deiri?3) ed una retta per esso, vi è una
sola C3 passante per V E3 ed ayente in P una cuspide con tan-
gente cuspidale la retta fissata,

Poichè dato VE%: a^y = a^x? -+- azx
z -+- [4],, è fissato solamente il

centro 0(0, 0) e la tangente y = 0, possiamo scegliere P come punta
(0, 1, 0) e la retta come retta s = 0.

Con tale scelta Tequazione della C3 diviene :

Due E% corrispondenti ai valori (aQ, at, a%) e (60, 62, 63) indivi»
duano il fascio A di Cs:

(7) (pa0 H- ff60)t/ == (pat •+- o-62)x* -t- (pa3 -h <rbz)a
d.

Grli oo1 E$ delle C3 di questo fascio sono in corrispondenza biu*
nivoca con gli oo1 Ez del sistema (5).

TIn' omografia (2) trasforma il fascio À in un fascio À' e Ie curve
di questo fascio À' sono in corrispondenza biunivoca con gli oo1 Ez :
ao'y' = a^xn -+- a3'x'3 •+- [4]̂ .̂  corrispondenti ai punti della conica (6).

Per questo si potrà dire che il sistema (5) rappresenta un fascio
razionale di Ed.

Quindi : Considerati gli oo2 E3 aventi uno stesso centro e la stessa
tangente, gli oo1 B3 che si ottengono combinando Unearmente Ie equa-
zioni di due E< (fascio di JS3), hanno come imagine una retta nel
piano fi i cui punti rappresentano gli oo2 E3 . üna collineazione che
trasformi gli E3 in un sistema analogo di Ea', induce tra il piano $
ed il piano p', che rappresenta gli E3 ' trasformati, una trasforma-
zione quadratica : alle oo2 rette che rappresentano i fasci di E3 in p,
corrispondono Ie oo2 coniche (fondamentali) in p', e viceversa. Agli
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oo! E3 si possono assodare oo2 cubiche: ad un fascio di E3, corri-
sponde un fascio (Uneare) di cubiche.

3.*Posto a0 = b0 e - = ft, l'equazione del fascio (7) diviene :

(7') (1 -+- k)y = (a2 -4- kb%)x~ -+- (a3 -4- kbz)x
z.

Siano P1 e P2 Ie intersezioni di una retta per P(0, 1; 0) rispet-
tiyamente con Ie C3 corrispondenti ai valori t = 0 e fc — oo. Si
puö allora individuare la C3 del fascio (7') relativa al valore k pren-
dendo la C3 passante per il punto P3 tale che

(p ,p t p I p)=- f t .
Individuata cosï una C3 del fascio (7') è individuato un E3 del

sistema (5).


