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Sui differenziali totali di qualsivoglia ordine (*).

Nota di GAarErano FicHErA (a Roma).

Sunte. - Si indicano le condizioni integruli da aggiungere alle locali per
assicurare che in un campo a connessione lineare multipla un differen-
ziale di grado n é il differenziale totale di una funzione uniforme.

In una Nota del prof. ProoNe apparsa in questo bollettino nel
1937 (*), trovasi dimostrato il seguente teorema:

Sia A un campo dello spazio a r dimensioni. 1 numeri intert
h,, h,, .., h,, positivi o nulli abbiamo per somma n e siano assegnate

le (r - :i a 1) funzioni

fiihy by (), Xy y ey )
(h\+h2+...+h,.:n, h . hyy.,h,=0]1,..m)

continue in ogni punto di A. Condizione necessaria e sufficiente
affinche esista una funzione uniforme F dotata in ogni punio di A
delle derivate parziali fino a quelle incluse di ordine n, per la quale
st abbia
0,n n! !
3 e
1 d"F = p fu,.n, de,"t ... de,™
( ) By + +h,—~'nh’ l..h! "
& che per ogni curva C semplice e chiusa, contenuta in A, riescano
F+n —
—1

[ vyt (—"_ p)!

.8, !

verificate le ) eguaglianze

fh +3 by 8y d(wlSl o x's'.) =0

CS'+"'+S'=n—P

(p=01,...n—1; hy+hy+ ...+ h,=p; h, hyy..h,=01,....p).

(*) Lavoro eseguito' nell’ Istituto per le applicazioni del Calcolo.
() M. Picoxe - Sul criterio d’integrabilita delle forme differenziali ds
qualsivoglia grado [B.U.M.1, anno XVI .- N. 2 . aprile 1937].
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Le condizioni necessarie e sufficiénti di tipo integrale, date nel
teorema enunciato, prescindono dall’ordine di connessione del campo
A. B ben noto, perd, che, supposte le fi,...n,. dotate di derivate par-
-ziali prime, possono darsi delle condizioni d’integrabilith di tipo
locale, che riuscendo necessarie, non sempre sono sufficienti, dipen-
dendo tale fatto dall’ordine di connessione lineare di A. 11 Prof.
Prcone indica nella citata nota, per il caso r =2, quali sono le
ulteriori condizioni integrali da aggiungere a quelle locali per
assicurare 1’ esistenza di una funzione uniforme F soluzione della
(1). Tale indicazione pud anche darsi per r qualsivoglia e il Prof.
PicoNE mi ha consigliato di scrivere esplicitamente le anzidette
-condizioni nel caso generale, dato che di sovente, in ricerche di
Analisi e di Fisica matematica, capita di dover far uso di esse.

Richiamiamo alcune definizioni relative alla connessione lineare
del campo 4. Dicesi che una curva regolare chiusa C, contenuta
in 4, & omologa a zero in A se esiste una superficie continua e
regolare aperta, contenuta A4, il cui bordo coincide con la C. Due
curve chiuse di A diconsi fra loro omologhe (su A) se esiste una
superficie continua e regolare aperta di A il cui bordo & costituito
da dette curve.

Date v curve chiuse C,, G,, ..., C,, contenute in 4, diremo che
esse sono éndipendenti su 4, se, comunque si consideri un numero
v'<v di esse, non esiste nessuna superficie aperta di 4 il cui
bordo coincide con esse, né cid avviene se si sostituiscono alcune
o tutte le curve con curve ed esse omologhe. 11 campo 4 ha sem-
plice o di ordine zero la connessione lineare se ogni sua curva
& omologa a zero. Il campo 4 ha di ordine ¢ la connessione lineare,
se il numero massimo delle curve chiuse indipendenti, che si pos-
-sono determinare in esso, & uguale a p. Un sistema di g curve
chiuse indipendenti di A dicesi un sistema fondamentale di curve
di 4. Un sistema siffatto & tale che, comunque si consideri una
-curva chiusa di 4, non omologa a zero, e al sistema non appar-
tenente, essa assieme ad un certe numero ' <<u di curve del sis-
tema costituisce il bordo di una superficie aperta contenuta in 4.

Se X & una superficie continua regolare aperta, indicheremo
con BZ il suo bordo. Dette X,, X,, ..., X,, funzioni continue e dotate
di derivate parziali prime continue mnel campo 4, contenente 38
a tutti noto che sussiste il teorema di STOKES, secondo cui

r i (X, oX

[ S Xda,=| % (—J_L‘) do A, .
i=1 i<j \O%; 0y

B2 2

N

Esso & suscettibile della seguente formale generalizzazione.
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r+Lk—1

Assegnate in A ( i

> funzioni

Xs.sg...s, (w] 9 xg, en .’L‘,.)

(8, +8+..+s =k; 8y, 85500,8, =01, ..., k)

continue e dotate di derivate parziali prime conbinue sussiste, per
ogni superficie regolare aperta = contenuta in A, la sequente formula

0,k k! .
@) [ + -Ers —k S8, 'Xs'" oy @ o 0 T) =
B l r=—
1,r 0,k—1 1
3 S k! p 2 (aXp, Dj+1..p, aXp.-..p'--Ll...pr)dx .
§ i< Probet pr=h—1 pll--.pr! 0%; 0%; e
Si ha infatti
0k k! s
1 8 J—
A S
" een = 10 00 Op e
By r
0,k r k!
= p pX xS X dx, =
[s +.ot8, =k i=1 sl""( _1)‘ -8y P ' " BBy !
B3
0,k 1,
T
= s Ll e i,
§ B1mtet sy i sl (s;—1) . s,! P,
k! X,
- — @t S ) daday =
s la(si—1)ls,! 62;
Ty 0,k—1 k! OX 41 a.Xp P'+1 P
:/ s s p.mwrplr( P 1Py ...p,._ yorePyloipy dwzdac].
5 1<I P py=h—1 p.l-p,! 0x; ox;

Da cid segue in modo ovvio la dimostrazione del seguente teorema.
Supposto che in ogni punto di A siano verificale le sequenti con-
dizions.
0ty kejt 1k, Ofky ks, -+ 1
®) L [ btk
ox; 0Y;

r+ky+...+k.=n—1; kikyyooy B, =01,..., n —1)

& che A abbia connessione lineare finita di ordine y, condizione ne-
cessaria e sufficiente perché esista una funzione F verificante la (1),
2 che, dette Gy, C,,...,C, curve chiuse costituenti un sistema fonda-
r+mn— 1)

mentale di curve di A, siano verificate le sequents ya( n—1
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equaglianze

f o‘mz——p (’n - p)
4 et sp=n—p S1 1o S,
i

1
1 fu,+s, Y Y d(w181 voe w:r) =0

(’i: 172’ e P')
(p=01,..,n—1; hy+hy+..+h,=p; hy hy,....,h,=01,..p).

La necessita della condizione & ovvia, La sufficienza segue
dall’ applicazione della (2) e della (3).



