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Su la scissione di un numero nella somma di altri due
detti ft nuclei „ e su alcune peculiari proprietà di essi.

Nota di PASQUALE CERAYOLO (a Bergamo).

Snnto. - Si scinde un numero in due nuclei (positivo e negativo), i quaïi
forniscono i caratteri di divisibilité per qualsiasi numero primo, paie-
sano una nuova relazione fra due numeri uno multiplo delV altro, of
frono un nuovo procedimento per riconoscere se un numero è primo.

In questa nota trovo delle formole, mediante Ie quali ogni nu-
mero, primo con la base del sistema di numerazione, puö essere
scisso nella somma di due altri, detti nuclei, ed ho tratto da essi
ï caratteri di divisibilità di un numero intero per qualsiasi numero
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primo, enunciando quindi una regola generale di divisibilità. In-
fine ho esaminato una peculiarità dei nuclei, dalla quale dériva
che, per assicurarsi se un numero è primo o no, basta risolvere^
al massimo quattro sistemi di congruente, modificando e sempli-
ficando in tal modo la notissima regola di LEONARDO PISASTO.

La nota, concretata circa un ventennio fa, non fu pubblicata,
perche mi ero proposto di realizzare un lavoro organico e di un
certo interesse sui nuclei del numero. Difficoltà, incontrate nelle
ricerche e non superate neppure col sussidio di valenti studiosi, e
successive deviazioni dell'attività intellettuale in altri campi, la-
sciarono il lavoro incompleto in un angolo della scrivania, anche
quando il prof. SBRAKA dell'Università di Genova, trovate empi-
ricamente alcune formule che davano i caratteri di divisibilità dei
numeri, Ie presentava ai Soci della Mathesis (credo nel 1932) perché
ne spiegassero l'origine della virtù magica di esse.

TIn amico studioso, a conoscenza della mia fatica, il quale si
adopera da qualche tempo a superare le difficoltà da me accen-
nate, mi segnala una Nota di JEAIST PIERRE ZAHJJEÎ^ Sur un
caractère général de divisibilité apparsa su Euclides di Madrid
(Tom. VI, luglio-agosto 1946); e solo ora mi decido a trarre dal-
F ombra questo scritto, non per desiderio di merito, ma per non far
torto ai miei appassionati studi di altri tempi, e con la lusinga
che esso possa dar motivo di fruttuose ricerche agli studiosi.

1. TEOREMA. - Indicando con N un numero intero, con a la sua
ultima cifra a destra, con B la base xlel sistema di numerazione e
con Nt il numero a cui si perviene, aggiungendo al numero, for-
mato dalle cifre che piecedono a, il prodotto di questa per un op-
portuno numero ac, BNk è congruo con N rispetto a p (N e p priml
con B), del quale x è una parte da determinare.

Stabilita l'uguaglianza

, A , N-a AJ

(A) —p— + a x = Nx

cioè

si ricava la congruenza
BN, = N. (mod. [Êx — 1))

E se si pone *
(1) Bx — l=py

dove y è un qualunque numero intero, primo con la base B del
sistema di numerazione. possiamo scrivere

^ » N (mod.
secondo V asserto.
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2. Bipetendo su N1 le operazioni eseguite su N, si ottiene un N*
taie che

BN2 = Ni (mod, p}
cioè

B*Nt = N. (mod. p)

E cosï operando iteratamente per k volte, si perviene alla con-
gruenza

BhNh == N, (mod. p)

dalla quale si deduce che, per provare se N sia divisibile per p,
basta verificare che lo sia Nh, per la condizione posta di essere p
primo con B.

3. Sussistendo quest'ultima condizione, la (1) ammette infinité
soluzioni intere, e quindi da essa possiamo ricavare una succes-
sione di valori délia xy formata, com' è noto, da una progressione
aritmetica con ragione p.

4. Limitandoci al sistema di numerazione decimale, per cui la (1)
diviene

lOx — 1 = py
e quindi

VX/1M 1 't

(1')
~ — 1 0 )

osserviamo che p, per essere primo con 10, dovrà terminare per 1,
3, 7, 9. E perché il binomio py H- 1 risulti multiplo di 10, volendo
ottenere per x un valore intero, occorre che y in corrispondenza
abbia corne cifra finale 9, 3, 7, 1.

5. Se nella (1') si sostituisce p con una délie espressioni gene-
rali dei numeri che terminano per 1, 3, 7, 9, e cioè con 10^ -t- 1,
lOn -+- 3, lOn -+- 7, \§n H- 9, dove n è il numero délie diecine di p,
ponendo per y in corrispondenza i rispettivi valori (nl diecine di y),
si hanno i seguenti valori di x :

x(v =
(10* H-lXlOw, + 9)

(lOn -H 3X10^ -H 3) -h 1
xa) = TK = lQnnx -h önl -+- Sn

(10» + 7K10*! H-7) + 1
xa) = — ! TQ — =

(10» H- 9X10», H- 1) -+- 1xm = JQ

Per nx = 0 (cioè per y = 9, 3, 7, 1) oppure per nx = — 1 (cioè
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per y = — 1, — 7, — 3? — 9), si hanno in corrispondenza i minimi
valori interi assoluti di x che indichiamo rispettivamente con s e d:

d(l) —

<*<« =
da) =

d(ç» =

— n-
— (ln-̂ 2)|=7^

._ (3n H-2)[-3W

— (9^-^ 8) 1 -r 9n

4-2

H-2

^ 8

I valori di s e d sono complementari rispetto a p, cioè hanno
per somma p, corne del resto era da prevedersi, riferendosi aile
propriété, délie congruenze.

Diremo s nucleo positivo e d nucleo negativo del numero p.
Diamo qualche esempio in applicazione délie formule (2):

p
431

623

547

869

3

7

9

11

s
388

187

383

87

1

5

1

10

d
43

436

164

782

2

2

8

1

6, Hiferendoci ora alla relazione iniziale (A) nel sistema deci

male (—ö— è il numero délie diecine di N9 x Vs o il d di

^i puö enunciare la seguente
RÉGULA: Per provare se un numero N è divisibile per un nu-

mero p assegnato, entrambi primi con 10, si moltiplica la prima
cifra del numero per il nucleo s (o d) e il prodotto si aggiunge
(o si sottrae) al numero formato dalle rimanenti cifre, ottenendo
cosï un numero Nl che è diyisibile per p soltanto se lo è N. Si
ripete qilindi Toperazione su Nx e cosï via, finchè si perviene a
un N précédente o a p o ad un evidente multiplo di esso o a zero
o in fine a un numero chiaramente primo con p.

Solo in quest' ultimo caso N non è divisibile per p.
Qsservazione la . - In pratica se un Nk si riconosce divisibile

per un numero m, primo con p, si puö effettuare taie divisione
e proseguire quindi V operazione di accertamento su Nk l m, sem-
plificando il procedimento,

Osservazione 2\ - Ispezionando le (2) si rileva che è più âge-
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"vole usare il nucleo positivo se p termina per 3 o per 9, e il nucleo
negativo se termina per 1 o per 7.

Osservazione 3a. - Opérande per differenza si considéra il va-
lore assoluto del risultato.

Osservazione 4a - Essendo 1 il nucleo positivo di 3 e di 9 e quello
negativo di 11, dalla regola precedeute si ricavano le note regole
di divisibilité, di origine indiana ed araba, per 3 per 9 e per 11.

Osservazione 5a - In particolare, poichè ogni numero è divisi-
bile per se stesso,* ponendo nella (A) N = p, B = 10, e sostituendo
ad x il valore dato dalla (!'), si ha:

P — a py

«ioè
10 ^ 10

p 10 z

<e poichè —TTJ— è un numero intero, risulta., come era evidente^

che N1 è multiplo di p,

Bcco qualche esempio di applicazione della regola précédente:
Esempio 1°. - Provare se 43639 è divisibile per 151.
I nuclei di 151 dati .dalle formule (2) sono

s(l) = = 136, da) = n = 15.

Operiamo con entrambi i nuclei di 151 in questo primo esempio^
senza tener conto delP osservazione 2a:

4 3 6 .3
1 2 2 4

9x136 4 3 6 3
1 3 5

9x15

5 5 8
9 5 2

7x136 4 2 2
1 2 0

8x15

1 5 1 0 3 0
3 0

2x15

0

Oppure, tenendo conto delPosservazione l a

4 3 6 3
1 3 5

4 2 2 8 : 4

9x15

10 5
10 5

0

7x15
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Nel primo caso si è ottenuto un multiplo ai 151 e nel secondo»
zero; quindi 43639 è divisibile per 151.

Esempio 2°. - Provare se 40807 è divisibile per 13.
Il nucleo positivo (Oss. 2a) di 13 è 4

4 0 8 0
2 8

7 x 4 O p p u r e ( O s s . l a ) 4 0 8 0
2 8

7x4

4

5
8

4

4
8
12

1
3

2

X

0
2

X

4

8 ï

4

4 1 0 8 : 4

1 0 2
2 8

7x4

1 3 0

1 3

Bisulta 40807 divisibile per 13.
Esempio 3°. - 2923 è divisibile per 37 ?
Nucleo di 37 (Oss. 2a) è da) = 3n -+- 2 = 11

2 9 2
3 3

3x11

2 5
9 9

9X11

7 4 (Oss. 3a).
La risposta è positiva.
Esempio 4°. - 4823 è divisibile per 59?
Il nucleo positivo di 59 è 6.

4 8 2
1 8

3x6

5 0 0

500, cioè 5, cioè 1 (Oss. la) è evidentemente primo con 59, quindi
4823 non è divisibile pér 59.

***

7. Ohiudo questa Nota, considerando una importante propriété
dei nuclei, sui quali si potrebbe basare tutta una teoria.

Dalla (1)
Bx — 1 —py

si ricava
Bx s 1 (mod. p}t

cioè
(3) Bs = 1, B(— cl) s 1. (mod. p>
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Per cui si puö affermare che il nucleo positivo e quello nega-
tivo nel suo valore relativo di un numero p sono coniugati dell4
base del sistema di numerazione rispetto al numero stesso.

8. TEOUEMA. - Condizione necessaria e sufficiente perché un
numero IV sia divisibile per un numero p, entrambi primi con la
base del sistema di numerazione, è che i nuclei positivi e negativi
di N e di p siano rispettivamente congrui mod. p.

La condizione è necessaria.
Infatti, ponendo

N= hp (* = 1, 2,„.,)

e indicando con s e d i nuclei di N e con s1 e dx i nuclei di p,
per la (3) si ha:

Bs = 1 (mod. N=kp)

che ci autorizza a scrivere (fc = l, 2, ...):

hhp -+• 1 = 1. (mod. iV = hp)
B siccome

fcfcp s 0 (mod. p)
ŝi ottiene

J9s s 1. (mod. p)
luoltre per le (Ö) si ha:

Bs1 ^ 1. (mod. p)

E dalle due ultime congruenze dériva

B{8 — st) = 0 (mod. p)
donde

s s= sL. (mod. p)

Con procedimento analogo si dimostra che

dssdi. (mod. p)

La condizione è sufficiente.
Dalle due congruenze

s ^ sx (mod* p)
d = dx (mod. jp)

si ha
($ + d) = (Sj + dj) (mod. p)

cioè

N = p (mod. p),

dalla quale si desume Puguaglianza

N=kp.
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9. COROLLARIO. - Un numero è primo se risultano impossibili i
quattro sistemi di congruenze, simbolicamente espressi da:

{mod.Pk)

(* = 1,8, 7, 9).

Dove s e d sono i nuclei positivi e negativi dei numeri espressi
dalP indice, cioè di iV, numero da esaminare, e di pk = 10a? -t- k
(h =z 1, 3, 7, 9), ed x è il numero délie diecine, il quale, se non,
risulta intero, dimostra l'impossibilità del sistema.


