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Generalizzazione di un teorema sulla somma delle potenze-
K-.me dei lati degli ennagoni regolari convessi e stellati
ineritti in un cerchio per m primo.

Nota di FrancEsco Saverio Rossi (a Lanciano).

Sunto. - Prendendo lo spunto da una Nola del prof. E. Ducct vengono ge-
neralizzati alcuni risultati trovati dallo stesso Autore.

In una Nota comparsa sul « Bollettino di Matematica » di Fi-
renze (Fascicolo I dell’anno 1935), il Prof. Enrico Ducct ha esposto
alcuni risultati riguardanti la somma delle potenze dello stesso

(?%) Ovviamente una proposizione analoga a quella della nota (23) vale
anche per gli angoloidi.

(26) Cfr. per és. RoucHE e DE COMBEROUSSE, Traité de Géom., (1922),
22 parte, p. 517, esercizio n. 606; p. 524 es. 668. Oppure per i teor. sulla
simil. dei tetraedri SaxnN1a e D’Ovipro. L. e., libro VII, cap. 1°, pp. 429-31..
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grado k dei lati degli ennagoni convessi e stellati inscritti nello
stesso cerchio per n primo e k intero positivo qualsiasi; risultati
che possono considerarsi validi solo per alcuni valori di k.

Bgli dimostra che per k dispari e # primo la somma anzidetta
¢ uguale al prodotto di (— 1)*—:* per il polinomio

k k= k T k ] 'k i3
(0)cot2—n—(1> cot (k — 2) 2—n+(2)cot(k———4)2—%—... :L—(k__1> coty ;
2

e, per k pari e n primo, dal multiplo di »

1k>%
5(1. |
(é’“

La Nota termina con I’ osservazione: « Quando k & dispari il
primo risultato vale anche per k=23, ma allorche Z & pari ed
n =3, il secondo risultato sussiste soltanto se k=2 e k=4 ».

Ho cercato di rendermi conto del perche della giusta osserva-
zione ed ho trovato risultati pitt generali, che espongo, limitan-
domi naturalmente a riportare le formole per % primo. ()

2. Detta Snk la somma
n— 1=

T P
sen? n -+ sen"% -+ ... + sen

e Inl, In2,.., Iny i lati degli ennagoni convessi e stellati inscritti

. . . TR . n—1
nel circolo di raggio unitario, in ordine crescente, [y — o)

chiamiamo S'nk la somma
k I k
lnL —+ lng —+ o+ lM’T

che si deduce ovviamente da Swrk moltiplicandone tufti i termini
per 2*¥ e tenendo conto del fatto che i termini l%¢ vengono cosl
ripetuti due volte ciascuno.

Cio posto, si consideri, per k dispari, la nota identitd gonio-

() Per altre proprietd riguardanti i lati dei poligoni convessi e stellati,
cfr. il « Bollettino U. M. I. », 1934. Bologna, fase, I e I1I; sul « Giornale »
di BaTracLiNi. Napoli 1934, il vol. 52° e 25° della III serie, le Note dello
stesso Autore; e poi G. ParaMA in « Boll. U, M, I. », n. 4, oftobre 1934;
U. G. CAvALLARO: « Boll. di Matem. di Firenze », fase. 2, 1928,
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metrica

k rm
1 Qk—1(__ {)k~D:2 — 3 [
( ) ( 1) Snk (0) 1= sen n

k\ n—!t rr 1,k n—1 rr
— (1) 1:2¢ sen (B —2) Ennal ) Rt (ls-—l) 1=Er sen —
2

e, per k pari, I’altra

s k n—1 r k n—1 P
2 2 1)k~zs,,k=(0)1__z_r cosk%—(l) 3 008 (b —2) o+ e+
k
2

k_ L —1 k _
(=127 " oos 2% ()3 F Nk ()
sk—1] 1 " k

2

Per il calcolo effettivo delle = faremo ricorso alle relazioni
trigonometriche

o n—1 o n
sen o sen <o
n—1 2 2
3) 2 senre— "
i=r sen 5
n—1 ne
n—1 sen —2 o COS ~2~
4 2 costru— " (®
1=r sen §

ponendo in esse consecutivamente

kr ™
a:q—@—, (k_g);’l,""”

Occorre perd precisare che per k=2n (0 un multiplo di 2n)
la formula (4) cade in difetto, onde la necessita di distinguere i
casi k < 2n, k= 2n.

3. Sia k dispari qualunque.
Se nella (1) sostituiamo i risultati forniti dalla (3) col porre in

kr 'n:
essa a="-, (k—2) 7,2 s perverremo alla relazione

k—1 (fe—1):2 k—1

i k T
—1) 2 — I (—m - — — 8 (—1) 2
G (=12 8= = (=1 (m) cot (k — 2m) 5~ =8",,(—1)
che coincide con quella trovata da E. Duccr per k dispari.

(®) Per la (1) e (2) vedere Francrsco Severl, Lezioni di Analisi, vol. 1 .
Zanichelli, Bologna, 1938, pag. 117.

¢) Per (3) (4) vedere G. Pusci, Trattato elementare di trigonometria
piana e sferica. Bd. R. Giusti, Livorno, 5% ediz., 1421, p. 81 degli Esercizi.



GENERALIZZAZIONE DI UN TEOREMA SULLA SOMMA DELLE POTENZE, ECO. 69

4. Sia k pari =2pn+2s (p=0, 1,..; 0 <s < n).
La formula che da S,, diviene:

2 -
0 21 cos (2pn + 2s) "

@2 138, = (

2 2s\ -1 7
_(pn;— s) 2003(21)%—}—28—2)%—&—...4—
1

2pn + 23) n—1 r

n-—1 r
4 (— 1 (21’” +28) S o8 (2p1) — 4 ... +
s 1 n
s (207 + 28\ "1 il .
+ (—1) *( sm ) fcos(?(p-—-l))fnn A=
k) (Ic) Ly k b —1/k
= — 4+ e+ (—1)2 —+ (—1)2 1 —+
KO ' Y ’(%k“l TR

—+ (— 1)n [(f:) + (= 1) (s ji n) 4y (— 1) (s . (pk__ l)n)} (*)-

Tale ultima uguaglianza, cambiata di segno, e divisa per
(— 1)E=2+1 pud in definitiva seriversi

n <2pn + 2s

2)72k—1 ==
(2)2 *?"’* 2\ pn +s

075 o () e ()

) = (=1t

Allora la somma S’,; delle potenze K.me (k pari) dei lati degli
ennagoni (# primo) diviene uguale a:

=112 n (2pn + 2s
ko —_ — n+1,00 o
2pn -+ 2s) (207 + 28 o[ 2P+ 28 )]
[( A RN ( s (1 s p—1m))

Per p =0, la (6) coincide con il risultato trovato da E. Duvccr.

-

5. Le formule analoghe alla (5) e (6) per » composto e k qua-
lunque si possono dedurre facilmente da esse, aggregando, per »

k
(%) Bssendo (4 — v)b = g‘. (—1)mymph—m e peru —v =1, 0= (’(;;) — (’10) -+

R 1)‘(:), si oftiene di conseguenza:

? [@ - (110) + (g) = (:/2__1)] = (f /%) =0.
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pari ad esempio, il termine (—1)*—V2%*—1 e alla (6) semplice-
mente 2%—1,

6. Le relazioni che precedono offrono gli enunciati di alcuni
teoremi sull’ equivalenza. Cosl abbiamo:

1) « La somma dei quadrati dei lati degli ennagoni regolari
convessi e stellati iseritti in un cerchio di raggio R equivale
ad n volte il quadrato del raggio per = dispari, a (n + 2) volte
se il numero n & pari ».

2) « La somma dei cubi dei lati degli ennagoni regolari con-
vessi e stellati iseritti in un cerchio di raggio R equivale a
[3 cotgﬁ — cot %%] volte il cubo del raggio, per = dispari, allo
stesso numero —+ 4 volte il cubo del raggio, per » pari », ecc.

7. CASO PARTICOLARE.

Mi piace riportare una dimostrazione del Teorema 1) di cui
al n. 6 fondata su semplici teoremi di trigonometria.

B noto che il raggio di un cerchio circoscritto ad un triangolo

b .
€ uguale a R:%; per cui, detti ,,, 1,5, 1, »— le diagonali

successive partenti da uno stesso vertice del poligono regolare
di n lati, avrd che 1’area A del poligono & data dalla relazione
(B=1)
4‘4 - lnllnll-nz -+ l"llaﬂln'& + e+ lnlln n—iln n—l1
€ percid
n—2

T
{7 2% cos = 15;}” s haa C)

Ora, dopo di aver osservato che ) angolo di due diagonali con-

. Kis s s . .
secutive & uguale a . Scriviamo le (n —2) relazioni di Carnor

relative ai lati dei triangoli cosfituiti tirando appunto le suddette
diagonali:

iy
2 — ]2 2 —
l 7% S l nt 7+ l ne 2lnllnz cos n

ki3
T __ ]2 2 -
l nl l nsn—g l N %-1_2lnn—2lnn-—l GOS%.

5) Di qua segue la relazione goniometrica:
q g g

-2
x m T
neos—= 3 senn-sen(h+41)-.

n h—1 n n
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Sommando ed aggiungendo ad ambo i membri 212, ,, si ottiene;

n—1 T n—2
2 p— 2 -
nln;l_2 lzkl¢z,k—2005n %ln’hln:h—i—l

onde:
n—1 n—2

T
2 —_— 2 D —
221kln,k _.'nln,,+2(>osn f by s 1

«che per la (7) diventa uguale ancora a

n T T o T >
wl?,,, +2co8— +2ncos- — 2cos - =n.4sen®— + 4n cos® ——4n,.
n n " n "
Quindi:
(8) 22, . =2n.

Ora, se m & pari, dette Jni le lunghezze dei lati degli ennagoni
iscritti, i An¢ sono in numero di g, essendo 1, , maggiore degli
“ B

altri. Aggiungendo percid 12, ,=4 ad ambo i membri della (8)

|3

si ha:

»:2
20, =20 +4=2n+2)
1

-¢ioe
/2
Ei)\'em. =n+2
1

.che & la seconda parte del teorema.

n—1)2
Se n & dispari, sono a due a due uguali i}, onde: Ei A=,
:che & 1’altra parte del teorema.



