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Sulla risoliizione di una partieolare equazione integrale lineare
di Volterra.

Nota di MARIO VOLPATO (a Padova).

Santo. • Si dà una espressione approssimata del nucleo risolvente delVequa-

sione integrale: <p(t) -f- /" 2 Are
 a ^ ~x*9(T;)dT=:f(t) e si stabilisée un

o 1

valore maggiorante per l'errore commesso sostituendo V espress%one ap-
prossimata alVesatta.

In varie questioni, inerenti la teoria dei fenomeni ereditari, si
présenta Tequazione integrale di 2a specie:

t

(1) <?(t)
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ove il termine noto ƒ (f) è una funzione continua e il nucleo K (t — T)
è del tipo

con Ie <xr(a dae a due distinte) e le Ar costanti positive e tali, che
00

sia lim 0Lr = extr. sup. ar5 e che sia convergente la serie 2r Ar.
r-^-K» 1

E noto, dalla teoria generale di VOJJTERRA, che la (1), nelle
dette ipotesi, ammette certamente una e una sola soluzione ; perö,
in pratica, non sempre ne è agevole il calcolo.

Scopo della presente ISTota è di dare una espressione approssi-
mata, di forma relativamente semplice, del nucleo risolvente, e
di un valore maggiorante per 1' errore commesso sostituendo questa
espressione approssimata all' esatta.

Faccio notare che per il caso particolare dell' equazione
t

(2) ? ( * ) + ƒ iJ^-T)T (T)dT = ƒ(*)
O

oye il nucleo

è una ridotta del nucleo della (1), il calcolo della soluzione si ef-
fettua molto facilmente ricorrendo alla trasformazione di LAPLAOE.

Questa risultato è stato messo in evidenza dal DOETSCH (]) e recen-
temente dallo ZAISTABOISTI* (2), che ha studiato il caso di un nucleo
somma di un numero finito di termini di tipo piu generale del
nostro.

Seguendo questo metodo, noi ritroyeremo in maniera più ap-
profondita, il nucleo risolvente della (2) e faremo Tedere che, per n
sufficientemente grande, tale nucleo differisce dal nucleo risol-
vente della (1) di tanto poco quanto si vuole. Anzi potremo dimo-
strare che la (1) è risolubile senza ricorrere alla teoria di YOLTERRA.

00

1. Osserviamo anzitutto che per £ > T > 0 la serie 2 Are
 ar(t x)r

00

essendo maggiorata dalla serie 2 r Ar a termini costanti positivi con-
vergente, risulta totalmente convergente e quindi si possono ordi-
nare i suoi termini in modo tale che la successione | ar j risulti
crescente.

(H Gr. DOETSCH, Theorie nnd Antvendung der Laplace-Transformation.
[Springer, Berlino, (1937), cap. 15-IY Teil.].

(2) O. ZANABONI, Solusione delV equazione integrale di Volterra, avente
uu particolare nucleo in x — y, « Memorie dell'Accaderaia delle Scienze
di Bologna », ser. X, vol. III, 1945-46.
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Ciö premesso passiamo allo studio délia (2).
U integrale che figura nel primo membro délia (2) è il prodotto

integrale (in tedesco Faltung) délie due funzioni Kn{t\ <p(f). Noi lo
indieheremo, corne è ormai abitudine, col simbolo Kn(t)*y(t). La (2)
pertanto assume la forma:

<2)bis ®(t) + Kn(t)*<?(t) = f(t)

Inoltre col simbolo L[F(t)] indicheremo la trasformata di LA-
PLACE délia funzione F(t)> cioè

oo

(3) L[F(t)]=fe-ptF(t)dt
o

la quale è una funzione délia variabile complessa p, definita nel-
Tinsieme di tutti i punti del piano di questa variabile per i quali
l'intégrale risulta convergente (3).

Ciö posto, applichiamo formalmente ai due membri délia (2) la
trasformazione di LAPLACE, e. atteso il teorema sul prodotto inte-
grale, risolyiamo rispetto alla trasformata délia funzione incognita.

Si ottiene:

Ma per p con parte reale maggiore di — a, si ha:

(5) L[Kn(tj] =/U* \ Are-«J m = \ ^ r r

Sicchè, posto :

la (4) diventa :
(7)

Consideriamo ora la tyn(p) neir intero piano complesso ed osser-
viamo che essa ha una singolarità polare semplice nei punti — ocr ;
e che, variando p sull' asse reale si ha :

lim tyn{p) = •+• oo e lim tyn(p) = — oo,
p^+—<xr-h0 P—^ — Kr—0

Allora fra due poli consecutivi la tyn(p) ha almeno uno zero

(s) Per tutte le applicazioni che nel presente lavoro verranno fatte del-
l'operazione definita dalla (3) vedi Topera del DOETSCH, cit. in (*), oppure
A. GHIZZETTI, Calcolo simbolico, [Zanichelli, Bologna, (1943)].
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reale. Inoltre, essendo

segue che uno zero reale della tyjp) si trova alla sinistra di —a„.
Ma riducendo ^„(p) ad una sola frazione si ottiene al numeratore
un polinomio di grado n i n ^ ; allora è unico lo zero° compreso
fra due poli consecntivi e gli n zeri di <|>a(p)'sono tutti semplici*
Indichiamoli con —ySi

t
n(s^=l, 2,..., n).

Eyidentemente è lecito supporre

— as+i < ^- ÏS) w < _ as(s ~ 1, 2, ... n — 1).

Questi zeri semplici di ^«(P) s o n o F°li semplici per Ww(p), e la
loro caratteristica è

oye Cs3w è il residuo dato dalla formula:

c - 1

Allora per W^p) yale la seguente scotnposizione in frazioni
semplici :

(8) W,t(p) = l - i - 2 , Cs?w ;

per cui, osservato che per p con parte reale maggiore di — ot15 oltre
a yalere la (5) risulta anche

si ha che la (7) diventa :

Ora, applicando il teorema del prodotto integrale e antitrasfor-
mando segue subito :

(10) v(t) = /(*) H-ƒSfl(< - T)f(T)dr = f(t)
t

f,
O

con
n

„() >

Facciamo yedere che la soluzione formale cosï trovata verifica
la (2), Sostituendola nella (2)bis, con semplici passaggi, si ha :

ƒ(*)*[*„(*) + Sn(t) + KH(t)*SM = 0
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la quale è soddisfatta poichè vale l'identità:

(H) KH® + SJ!) + ZnW*8HW = 0.

Infatti, poichè per p con parte reale maggiore di — ot15 vale
la (5) e ai*che la (9), attese le posizioni fatte, si lia che la (8) di-
venta :

(12) l ^

da cui, riducendo a forma intera e antitra&formando segue subito
la (11).

2. Per risolvere la (1) osserviamo anzitutto che per la totale

eonvergenza délia serie %rAr segue la convergenza uniforme, per

t > T > 0, délia successione : t Kn(t — x) j verso K(t — T).
Noi proveremo al prossimo numero che anche la successione

J Sn(t — T) j converge uniformente per t > T > 0. Supponiamo per ora
acquisito questo risultato e indichiamo con S(t — T) il lim Sn(t — T).

n—•-J-oo

Allora esiste la funzione :
t

(13) <?(t) = f ( t ) f

e sarà soluzione deir equazione (1) qualora si provi, corne nel caso
précédente, che vale l'identità:

Ma questa segue immediatamente dalla (11), ossia dalla
t

(11) bis KH(t) -+- SJt) +• ƒ Kn(t - r)Sn(T)dT s 0
Ü

qualora si passi al limite per n— - h c o e s i tenga presente che per
Y uniforme convergenza délie due successioni :

I *„(*)!, \Sn{i)\

si puö passare al limite sotto il segno di integrale.

3. Dimostriamo ora l'uniforme convergenza délia successione:

\Sn(t)\

Intanto osserviamo che, per ogni intero q, assieme alla (12) vale
anche la seguente :

1
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'dalla quale, sottraendo la (12), segue facilmente:

L[Sn+t(t) - Sn(t)] = L[Kn(t) - Kn+M I i + L[Sn+M 111+ L[S„(t)] I.

Effettuando i prodotti del secondo membro e antitrasformando
si ha:

t

**+«(*) Sn(t) = KM - Kn+i(t)+f\Kn(t - T) -Kn + ( l{t-T) !
o

t

f n ( t - T) - X ^ * - T) i SB(T)*T -4-
0

114) + ƒ i [irn(( - T) - Kn+q(t - T)] ƒ Sn+9(T - Ç)Sn(Ç)«
o o

Ora, ponendo t=0 nella (11)bis si ha:

2 r j l r = — 25 CS) n
l 1

e avendo presente che ogni ys,n > «i, seguono, per f > 0, Ie disugua-
glianze :

| Sn(t)\ = | 2, Cs^e^^^l < | 2, Cne-*»' | = e-*.* 2 Ar < e-^^^1,

r r e - M < e - ^ ^ Ar,
n+l +1

ove si è indicato con 1̂ la somma della serie %rAr convergente

per ipotesi.
Allora considerando nella (14) i valori assoluti, per Ie precedenti

disuguaglianze, si ha :

- 8n{t) | <iUr H- 2A2q
r

+• i l2 2 r 4 rJ [e-*iC*-Tn+l

= 2 r

e poichè la funzione

per t = — ammette massimo assolnto che vale — e la funzione

2 2
per i = — ammette massimo assoluto che Tale —— si ha :

(15) i ^ W - ^
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che, per n sufficientemente grande, attesa la convergenza della^

serie ^rAri è piccolo quanto si vuole.

Pertanto la successione : | Sn(t) ,, per t > 0, converge uniforme-
mente verso S(t).

Se nella (15) passiamo al limite per q — -+- OO, si lia :

(16) | S(t) - Sn(t) \

la quale formula dà una maggiorazione delFerrore che si com-
mette assumendo il nucleo risolvente délia (2) corne nucleo risol-
vente délia (1).

Oss,erva$ione. - Si prova facilmente che, per un fissato s, la suc-
cessione: | Ys,n i è decrescente e limitata inferiormente da <xs. Allora
la successione converge e, posto

lim y s ,n^y5

si ha, per s = 1, il numero positivo yx che corne il numero 04 è
minore di ogni ySin- Sicchè il ruolo di ax nella précédente dimo-
strazione puö essere tenuto da y^ e poichè TX > °c! si avrebbe in-
fine una migliore valutazione deir errore. Noi abbiamo mantenuto oc1

perché in pratica, pur sapendo chenil lim ySjW esiste, non sempre

è calcolabile.


