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Sulla specie degli angoli dei poliedri generalizzati.

Nota di Luier MuraccHINI (a Bologna) (¥).

Sunto. - Estensione av poliedri di genere qualunque di certi risuliati del
LeBeSGUE sui poliedri euleriani.

Il LEBESGUE, in uno dei suoi ultimi lavori (*), ha riottenuto ed
esteso alcuni risultati di WerNICKLE (%) e di FRANKLIN (¥) sui po-
liedri euleriani, con un metodo notevole che consiste in una sem-
plice discussione aritmetica della formula di EvLeEro opportuna-
mente manipolata. Per consiglio del prof. B. SeeRrE, io qui uso
tale metodo per conseguire risultati analoghi concernenti poliedri
di genere qualunque. Ringrazio sentitamente il prof. SEGRE per i
suoi preziosi consigli, e per 1’aiuto datomi nella redazione della
presente Nota.

1. Per un qualunque poliedro di genere p(= 0) vale la classica
formula di EULERO generalizzata

1) V—S+F=2—2p

dove V, S ed F denotano rispettivamente {7 numeri dei vertici,
degli spigoli e delle facce del poliedro. Ad ogni faccia resta asso-
ciato un intero f >3, uguale al numero dei suoi lati (ciascuno dei

(*) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico dell’ Universitd di Bo-
logna.

(!} <« Journ. de Math. », ser. 9, tom. 19; fasc. I (1940), p. 27.

(®)) « Math. Ann. », vol. 58 (1903), p. 413.

(®) « Amer. J. of. Math. », vol. 44 (1922), p. 225.
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quali & uno spigolo del poliedro); dualmente, ad ogni vertice resta
associato un intero »=>3 uguale al numero degli spigoli del po-
liedro uscenti da esso. Una faccia ed un vertice che si appar-
tengono determinano un ente aufoduale, che chiameremo un an-
golo del poliedro, definibile mediante i due lati della faccia uscenti
dal vertice ossia dai due lati dell’ angolo. Diremo che I’angolo & di
specie (f, v) per esprimere ch’esso & inerente ad una faccia f-gona
e ad un vertice v-edro.

Denotiamo con N, il numero (intero non negativo) degli angoli
del poliedro di specie (f, v). Allora abbiamo

2SN » = 48,

in quanto ogni a,ngofo ha per lati due spigoli del poliedro, mentre
ogni spigolo & lato di quattro angoli. Risulta inoltre
N
f
poich® ogni faccia f-gona contiene f angoli e quindi contribuisce
per un’unithd nella somma a primo membro.
Dualmente si ha

p =7F,

v
.,
v

= V.

La (1) pud dunque scriversi nella forma

1 1 1
2 EN,~”(Q—J+?——§):2——219

gia ottenuta dal LEBESGUE per p = 0.

2. Distinguiamo ora tre casi, secondoché,p =0, p>1o0 p=1.
a) Se p =20 il secondo membro della (2) & positivo onde vi
sard almeno una coppia di interi f==3, v=3 per cui risnlta

Np =1, %+%—%>0'

L’ ultima limitazione non sussiste se f>4 e v<C4, ond’essa
implica che almeno uno degli interi f, v valga tre, e quindi Paltro
sia inferiore a sei.

b) Se p>1 il secondo membro della (2) & negativo, onde vi
sarh almeno una coppia di interi f =3, v >3 per cui risulta

1 1 1
Np =1, 5+f—-—§<0
I’ ultima lmitazione non sussiste se f<<4 e v< 4, ond’essa
implica che almeno uno degli interi f, v valga cinque o piii. Se
3
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poi f<<H e v<b5, da quella si deduce che @ v=f=25, od f=5
e v=—4, oppure v=>5 ed f=4.

¢) Se p=1 il secondo membro della (2) si annulla, onde la
somma a primo membro conterrd termini di segni opposfi, tranne
che per ogni angolo del poliedro risulti

1 1 1
v T fT 27 0
eppertanto od f—=3 e v =6, 0o v=Ff=4, oppure f=6 e v=23.

Possiamo in conclusione dire che:

a) Ogni poliedro di gemere zero contiene sempre qualche faccia
triamgolare con un vertice da cui escono meno di sei spigoli, oppure
qualche faccia con meno di sei latt avenle un wertice triedro.

b) Ogni poliedro di genere superiore all’ unitd contiene sempre
qualche faccia con pin di cinque lati o qualche vertice da cui escono
pit di cinque spigoli, oppure gqualche faccia pentagonale con un
vertice tetraedro o pentaedro, od infine qualche faccia quadrangolare
con un vertice pentaedro.

¢) Per un poliedro di gemere uwno valgono simulfaneamente 4
fatti asseriti in a) e b), tranne ch’esso non possegga che faccie tri-
angolari o gquadrangolari od esagownali, 4 cwi vertici siano tuiti vi-
spettivamente esaedri o letraedri o triedri.

11 teorema a) trovasi gid in LEBESGTUE, loc. cil., insieme ad altri
risultati concernenti il caso p ==0. Questi ultimi potrebbero venire
estesi a p gualunque mediante proposizioni relative ai due casi
p>1e p=1, legate a quelli da affinith analoghe a quelle che
intercedono fra i teoremi b). ¢) ed il teorema a). Tali estensioni non
presentano difficolta, esse perd sono formalmente complicate e geo-
metricamente poco significative, e quindi non mi ¢i soffermo.



