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Sul calcolo delle radici di un5 equazione algebrica.

Nota di EKZO APARO (a Eoma) (*).

Sunto. - La conoscenea di domini del piano complesso separanti? Ie radici
di un'equazione algebrica consente la rapida approssimazione di queste-
mediante il metodo di NEWTON, convenientemente esteso,^ la relativa
maggiorazione delV errore.

Nella presente nota sono esposti, insieme ad alcuni teoremi la cui
applicazione^ permette di raggiungere la separazione sopraddetta, vart
accorgimenti intesi a sempliflcare i calcoli occorrentL

1. Delimitazione delle radici.

1.1. Sia assegnata 1' equazione

(1) ƒ (s) «; 0» -+- C^Z*-1 -h Cn-tS—« -H ... -+- CXZ + C O ^ Ö 5

è, per 1 < k < n, si ponga

fk(z) = zh -h cn—1z
h~1 -+- ... -h cn_& ,

kn—k -^n—h—i ••' \

oye X è una quantità positiva arbitrariamente fissata.

(13) Cfr. d i ta le A . i l av . cit. i n (3) e (5).
(14) Solo rilevo che il signif^cato topologico del tactinvariante T', com'è-

esposto al n. 5, in relazione alle Vo dello *S3, si estende senza modifiche^
alle Vo dello Sri eon r qualunque.

(*) Lavoro eseguito presso l'Istituto Kazionale per Ie Applicazioni de!
Calcolo in B-orna*
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Se % è tale da verificare simultaneamente le due relazioni

\z\>\

IAWI>*^1 j l^=^,
risulta pure

•1=7 ;>!«*) I -
fc=0

onde il teorema :

Yl—fc-~ l £ W—/C—1

2 —4

I. Ogni radies dejla (1) cfee sia esterna al cerchio C(0, X) avente
il centro nelV origine e raggio \ è contenuta nel dominio T(f̂ , Pk)
luogo dei punti del piano z per cui

Alla considerazione del dominio T(fk, ph) pnö sostituirsi quella
di cerchi, aventi i centri nei punti aXJ a t> . . . , as, radici distinte
delF eqnazione fk{z)=z0, con molteplicità \Klf fxa,..., p.s. Posto

(2) d à = m i n ( d A I , d w > . . . , dAS) ( f e ^ ï ; fc,I = l , 2 , . . , s)
d = min (dj, ds. »., ds)

si puè enunciare il teorema seguente (J):

II. Per p k < p 5 T(fk, pk) è contenuto [nella somma di s cerchi

Q{y-h, rh), dot?e rh è Za minima radice positiva delV equa&ione

<3) , ^ ( ^ - a ) * - » 1 * — ^ = 0.

La delimitazione conseguita mediantè i teoremi I e II puö es-
sere migliorata facendo uso del teorema

III. Detta Lj V unica radice positiva delV equazione
n—i

xn — 2 | ch | £cft = 0,
fc=0

•« L2 V unica radice positiva dell'altra

| c0 | x
n — 2 | c J ^ - ^ = 0,

1-
^a corona circolare avente il centro nelV origine^ raggio interno j -
e raggio esterno L j , délimita le radiciydelVequazione (1).

f1) Per la dimostrazione di taie teorema e degli altri che ci limiteremo
ad enunciare, cfr. PICONE, Lezioni d% Algebra* Eoina, Yeschi, 1945.
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1.2. Bsaminiamo quali criteri convenga seguire in pratica nella
scelta délie quantità k e X. La costruzione dei cerchi contenenti
T(fh, pk) richiede la conoscenza di tutte Ie radici, reali e complesse
delP equazione di grado fc, fk{z) = 0 ; ci si limitera quindi ad assu-
mere fc < 3. Per X prendiamo il piii piccolo valore tale da rendere

' co I , I Ci | t I <:„_*_,

approösimando a tale scopo F unica radiée positiva dell' equazione

di grado n — fc, pk(k) = g. Un esempio mostrerà corne si possano

«necessivamente trorare delimitazxonij che migliorano quella otte-
nuta mediante i yalori di 1 e di k ora indicati.

Sia
<4) f fa) = z* _ ^7_ 20s + 1OO0^ -H 22^4 — 5Ö03 H- 3302 — 537,824 = 0,

Le radici delF equazione f3(̂ ) = 0 sono:

a i = — 4,465

a2 = 2,732 +- 3,864i ; a, = 2,732 -^ 3,

onde, con le notazioni già introdotte.

dls = 8,169, d13 —8,169, dM = 7,728, *

s \ _ S37.82* 33 55 22

! = 7,728

Fig. 1.
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unica ra*Kisulta p3
3(X) < U ] =57,691, per X>X1 ; dove \ è l 'uni

dice positiva dell' equazione

57,691X5 — 22X4 _ 55X3 _ 33x2 _ 537^24 = 0,

che vale circa 1,9, e per tale scelta del parametro X Ie equazioni (3)
si scrivono :

x(8,169 — x)2 - 53,3462 = 0,
«(7,728 — xf — 53,3462 = 0,
#(7,728 — xf — 53,3462 = 0,

da cui r l = l,06; ^ = ^ = 1,29. Le radici dell' equazione (4) sono
quindi contenute nell' insieme somma del cerchio avente il centro
nelF origine e raggio 1,9 e dei tre cerchi aventi i centri nei punti
ocn a2, «3 e raggi rispettivamente r4 , r2ï r3. Per il teorema III^ si
puö inoltre affermare che tali radici non cadono nel cerchio avente

il centro nelForigine e raggio y- = 1,25, dove L% è V unica radice

positiva dell' equazione

537,824xs — 33x6 — 55x5 — 22a;4 — 100a;3 — 2x* — % - 1 = 0.

La delimitazione è riportata nella fig. 1.
Assumiamo ora X = \ , dove \ è un valore per difetto della

minima distanza dell' insieme 2 (C(a r (Xt)) dall'origine; poichè da

O

Fig. 2.

X2 > \ segue rh(\) < rh(\), e il cerchio C(0, \) non ha punti in
comune con i cerchi C(*h* r^Xj)), la delimitazione précédente viene
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migliorata sostituendo a questi ultimi i ceroM C(a;jJ rA(X,)). Nel-
l'esempio che abbiamo considerato, si perviene, per \ = 3,4 a de-
limitare Ie radici dell? equazione (4) mediante la corona circolare
di centro nell'origine, raggio esterno i>9, raggio interno 1,25, e i
i re cerchi

C(al5 0,22), C(a8; 0,24), C(a3; 0,24)
(vedi fig. 2).

2. Separazione delle radici*

2.1. La determinazione di domini del piano complesso, ciascuno
•contenente una e una sola radice delP equazione f(z) = u(x, y) -+-
•+- iv(x, y) — 0, puö essere effettuata "mediante il seguente teorema :

IV. Se f(z) non ha nulla la parte reale delVultimo coefficienie e
won possiede radici sulla retta j ~ k, il numero di queste, dascuna\
contata tante volte quante volte è multipla, situate al di sopra di
tale retta, è dato da

n 1 v(x, k)
( 5 ) E

Se f(z) non possiede radici sulla retta x — h, il numero di queste,
a destra di tale retta, è dato da

E y ) se n e pari,
<6)

n 1 u{h9 y) x
ë> — ~ Ü -77— >̂ se n e dispari.
2 2 t?(fc, 2/) F

II simbolo JB T-T- dénota F eccesso algebrico della funzione razio-

nale ^-pr, propria e ridotta ai minimi termini, che è possibile cal-

«olare mediante la formula

dove — rx è il resto della divisione di + per <p, — r s il resto della
divisione di <p per ^!, e cosï yia sino a — rv, ultimo resto non
nullo: t?[+, <p. r1 ; r2,..., rj_oo indica il numero delle variazioni di

«egno presentate dalla successione lim TV } , lim T
Yl-^ .,., ?

SC •• > ——OO TV / ^ "" * —OO j y l w J

lim -:—VK } - ? e analogamente per t;[+, <p̂  r j , r2 , . . . , ^]+oo-
« ^* —oo I ̂ vl^) I

2.2. Vogliamo, mostrare su un esempio corne risulti convenientej
Tiel caso che f{%) sia a coefficient! reali, anzichè applicare diretta-
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mente le formule (6), calcolando u(h, y), v(h, y) e successiyamente-

E ei' { oppure E n
 9 [, syiluppare invece mediante lo schema di

u{h, y) ** v{h, y)' ^
HOUKER f(£ -+- h) = U(K) -+- iV(ty secondo le potenze di Ç = X -+- v*\ 6
troyare il numero degli zeri di F(Z) ayenti parte reale positiya.

Posto & = Ç -+- 2, l'equazione (4) diyiene

+- 887U2 + 8368Ç +H 1742c;4 H

2706,176 = 0

e si ha immediatamente :

Z7(0, r\) = -/i8 — 96v)6 + 1742v)4 - 8871*)* -t- 2706,176

y(05 v!) = _ I5vj7 -h 440-/)5 - 5033v)3 H- 8368^.

per t royare E TJ' L si possono calcolare i coefficienti d i r n r 2 , . . . , r 7

secondo lo schema seguente

1 0.225

— 0,4117

1,04 1

1 —96
66,667

1742

-1406,467

— 300,088

-8871

8313,133

- 4126,205

4673,952

2706,176

- 2706,176

2706,176

— 2706,176

2706,176

— 15 440

—128,545

— 5033

3162,545

-4861.285

8368

- 7759,110

8873,231

— 6058,591

O,0è667

0,5396

— 0,06173

Nella seconda colonna della tabella sopra riportata sono scritti
i coefficienti di C7(0, vj) e dei resti di indice dispari, nella terza i
coefficienti di V(0, vj) e dei resti di indice pari, calcolati moltipli-
cando ordinatamente i coefficienti di ciascun diyisore per il coef-
ficiente del relatiyo quoziente, cambiato di segno, e sommando tali
prodotti ai coefficienti del diyidendo. Per la formula (7), si ha

E jfh~— = — 4, onde, tenendo presehte la prima delle (6), a destra

della retta x = 2 cadono due radici dell' equazione (4), la cui sepa-
razione (yedi fig. 2) è conseguita mediante i due cerchi ayenti il
centro nei punti 2,732 ± 3,864i e raggio 0,24.

2.3. Un procedimento analogo a quello dicotomico per la ricerca
delle radici reali, facendo uso dello schema precedentemente indi*
cato, e applicando direttamente Ie formule (5) e (7), conduce a se-
parare tutte Ie radici dell' equazione (4) mediante i cerchi C(ocj ; 0,24),
C(a3 ; 0,24), i quadrati ayenti lato 0,1 e centro nei punti(— 1,25; ±0,75),
(0,45 ; db 1,25) e gli intervalli delF asse reale — 4,5 < x < — 4,3 e
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3. Calcolo delle radici»

IndicMamo con Th il dominio che sépara la radice pA. ayente
molteplicità vA, dell'equazione (1), e con AA la minima distanza tra
la frontiera di Th e quelle dei domini separanti Ie rimanenti radici
della (1); il calcolo della radice p* puö essere effettuato mediante
il teorema seguente, dovuto a L. CESARI. estensione al campo con>
plesso del metodo di NEWTON :

V. Se risulta

la successione

approssima la radice ph della (1), contenuta in Th, risultando inoltre

dove ak è un numero positivo minore di 1 e tale da aversi

1 -H <JA 2(n — v ; j

Assunto por £0 il centro di Tk, si puö in pratica sperimentare
la convergenza del metodo indicato mediante l'esame della stabi-
lità delle cifre decimali nelle prime approssimaaioni (9), pur non
risultando eventualmente verificata la formula (8). Nel caso del-
1? equazione (4) si troya, ad esempio, per la radice contenuta in
C(a2; 0,24),

20 ^ 2,73 -+- 3,86*
zx — 2,784937 -+- 3,923970^
z% = 2,779984 + 3,894921^
zz = 2.7799S4 •+- 3,8949241

Si potrebbe pensare di sostituire alle quantità Â  il confine in*
feriore A della mutua distanza tra Ie radici dell'equazione (1), dato
dalla formula comunemente indicata

(2p) 2 "

dove D è il discriminante dell'- equazione, e p il raggio di un cerchio
contenente tutte Ie radici di essa, supposte semplici, ma taie for-
mula fornisce spesso risultati privi di alcuna utilità pratica. Valga
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a mostrare ciö F esempio délia (4), in cui, preso p — 5, si ha

mentre il calcolo effettuato secondo il teorema V fa trovare per Ie
radioi della (4) i valori ^ — — 4,340894 ; ?f = — 1,243198 -+- 0,736676* ;
p 3 = _ 1,243198-0,736676*; p4 = 0,430382+1,287196*; %= 0,430382—
— 1,287196*; pfl = 1,406557; p7 = 2,779984 -+- 3,894924*; p8 = 2,779984 —
— 3,894924*, ciö che fornisce per la mutua distanza tra due quali
«i vogliano radici il minimo 0,86. A taie valore si approssima bene
il minimo 0,5 délie quantità \h calcolate assumendo come domini Th

quelli indicati iu 2 - 3 .


