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Un’ osservazione sul teorema di Schottky-Bieberbach-Montel.

Nota di AperLE FEDERICI (2 Milano).
Sunto. - £ identico alle preme quattio righe della Nota.

1. La presente Nota ¢ destinata a un’osservazione riguardante
il teorema di ScHOTTKY-BIEBERBACH-MONTEL, col quale si mag-
giora il modulo di una funzione analitica regolare in un cerchio
ove essa non assuma determinati valori.

Cominciamo col ricordare il feorema dv Schottky: (')

() P. SounorTRY, Ueber den Picardschen Satz und die Borelschen Un.
gleichungen, « Sitzungsberichte Akad.», Berlin, 1904, pp. 1244-1262.
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«Se f(&)=a, +-a,2 + ... & una funzione regolare per |z| <1
« diversa da 0 e da 1, esiste un limite S(a,, %) tale che, per
« |2 <5 (0<y <) e:
)| < Sa,. %) ».

Un’ effettiva espressione della funzione S(a,, 3) fu quella otte-
nata da C. CAraTHEODORY (1905) (3):

log ['agi +2]
feyl<e 177

dove A & numero indipendente da a,, ¥, a,,....

Altre valutazioni furono stabilite da H. BorEr-E. LANDAU (1910),
G. VarriroN (1927), A. OstrrowzkKYy (1931), A. PFLUGER (1934) e
L. V. ArLrors (1938) (3).

Quest’ ullima ci da: (¥)

1+9 +
1) | < o0 om0 o] <3< 1.

L. BreBErBACH e P. MoNTEL hanno generalizzato questo teo-
rema estendendo la considerazione alle funzioni che assumono un
numero limitato di volte i valori 0 e 1 (%) e dimostrando il teo-
rema seguente:

« Sia f(#) = @, + @,# + ... una funzione regolare olomorfa nel
« cerchio |z| <1, nel quale non assuma piut di p volte il valore 0,
«né piu di g volte il valore 1, (p < g). Siano ky, k,,..., k,, p+ 1
« numeri reali positivi qualunque, e i coefficienti @, tali che:

a, | <k, (t=0,1,2,.., p)

« Sia 0 <¥ < 1. Esiste un limite S, dipendente soltanto da k,, év,
« tale che, per {z2| <% vale la limitazione:

If(z)lésp,q(koa kyyos km 3) ».

(?) C. CARATHEODORY, Swur quelques généralisations du théoréme de
M. Picard, < C. R. de ’Acad. des Sciences », T. 141 (1905). p. 1213.
(3) L. V. AHLFORS, An extension of Schiwarz’'s lemma, « Americ. Math«
Soc. », 43 (1938), pp. 359-364.
_’

(*) Per x reale, log x significa logx quando & x>1, mentre significa
lo zero quando & 0 <<ax <L

() L. BIEBERBACH, Ueber die Verteilung der Null und Ewnstellen ana.
lytschen Functionen, « Math, Ann. », 86 (1922), pp. 141-148.

P. MoxTEL, Sur les familles quasi normales des fonctions holomorphes,
« Mem. de I’Acad. Roy. de Bélgique », classe des Sciences, T. 6 (1922),
pp- 1-41.

P. Mon~TEL, Légons sur les familles normales de fonctions analytiques
et leurs applications, Coll. Borel, 1927, pp. 69-74, 88-92.
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2, Partendo dalla disuguaglianza di 1. V. AELFORS e appli-
cando un procedimento di P. LEVY (%), otteniamo una valutazione
concreta del limite S, (k,, %) di BIEBERBACH-MONTEL e precisa-

mente:
149

|fe)| <et—® per |2| <3 <1
dove C = (g + 1)log | {(0)].

1

Infatti la funzioneq.\/f(_z) ha, nel cerchio unitario, ¢ + 1 rami

che formamno ivi una funzione regolare. In un punto z, ove f(z,)=1,

soltanto uno di questi rami assume il valore 1, quindi dei ¢ + 1

rami ne esiste almeno uno che non assume né il valore 0 né il

valore 1. Se questo ramo lo indichiamo con ¢(z) abbiamo per la
valutazione di AHLFORS:

+
*) Lolel | < e}f\’ﬁ,(ulogww; )

+ N +
e poiche in ogni caso log|f(0)!= (g + 1)log|¢(0)!, ne segue la
limitazione enunciata.

3. Ci possiamo domandare se sussisterd una limitazione come
la (*), valida uniformemente rispetto a ¢, cio® se esistera una fun-
zione S, ,(k,, %) indipendente da q. C’& da aspettarsi che questo
non sia, ma in ogni caso sorge la questione di vedere in quale
modo il parametro q entra in S, , e quale.sia P’ ordine piu favo-
revole.

A queste domande risponde la proposizione seguente:

« Ogni limitazione dié Schottky—Bieberbach-Montel della forma:

N
[ f(2) | < eAl®, q)+1og|f(O)] (per | 2| <% <1)

<« valida per tutte le funzioni f£(z) che per |z|<<1 sono regolari,
«non si annullano e assumono <l valore 1 al pit q wolte, deve
« quere mecessariamente:

A(s, g) = (g + )3 .

Questa proposizione umita a quella precedente, ricavata dalla
limitazione di AHLFORS, ci consente di assegnare alla funzione
A(3, q) U'intervallo di indeterminazione:

1 +5%
mlg + )= A, @) < 75 Ne+ 1)

(6) Ved. A. OsTROWSKI, Studien wueber den Schottkyschen Satz, Basel’
1931, p. 20.
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Si vede quindi che A(z, ¢g) ¢ del primo ordine rispetto a g.

Per dimostrare la proposizione basta segnalare un esempio
elementare.

Consideriamo la funzione:

f(z) = e +1—crz (h intero positivo, 0 <<= << 1)

per la quale | f(0)| =1 e che assume il valore 1 soltanto nei punti
ove 2(h + 1 — )=z = 2n=7 (n intero) cioe:

h+1--=z
—_—
»”

2=

e quindi entro il cerchio |z} <1 in ftutti e soli 1 punti » =0,
1, =2,.., £h (g=2h+1).
Essendo
1)‘(3)1_——_—‘62|h+1—»)n:c (z2=ax+ )

si vede che per |z|<C5 il massimo modulo viene assunto nel
punto x =73 e guesto massimo ¢:

elg+1—2)rd
pertanto, essendo ¢ positivo arbitrariamente piccolo, la funzione

A%, g) per il complesso delle tunzioni f(z) della forma a,e’z. vi-
sulta (7 + 1)=% e da questo segue 1’ asserto.



