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Su una formula di quadratura.

Nota di LTJTGI MERLI (a Firenze) (*)

Smito* - Si costruisce una formula di quadratura ottenuta per integrasione
di una classe di polinomi di Gr. GTRÜNWALD.

Indichiamo con Xj(n), a;,00,..., xn
{n\ n puiiti distinti dell'inter-

vallo (— 1, 1) e siano /{a,00), f{xt
in))9..., f(xn

in)), i valori assunti in
tali punti da una funzione f(x). définit a nello stesso interval lo. e
consideriamo il polinomio di gî ado < 2n — 2.

(1) 2 fW)h™'(x),
te—1

cou

che assume rispettivamente nei punti ac/"*, a;2
(n>,..., xn

in) i

(*) Lavoro eseguito nell' Istituto Matematieo dell' Università di Firenze.
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f(Xiiny), f{x%n% — ? f(xnin))' I n u n a n o^ a précédente (*), estendendo
alcuni risultati di G. GIBÜNWALD (% abbiamo dimostrato cïie per
qualsiasi funzione continua in ( - 1, 1), si ha uniformemente

l ïm V A/l /¥> (WÎZ-ffsy* in)\J Ciï/)2(fv*\ —— A / l -
i l n i w y j . •—— JUfc j \Jvii Jvji \**v —" V •*• — •

n —^ oo k—l

nelFipotesi che xv
m x2

(n),..., xn
(n) siano gli zeri del polinomio di

TOHEBTCHEFF di prima specie Tn(x) ~~ cos (n arcos cc).
JTeila presente nota dimostreremo che se f(x) è una fun&ione

continua in {— 1, 1) e x/n), x^n),..., xni
n) sono gli zeri del polinomio

di TCHEBYOHEFF di prima speèie, cioè per

n T l f 1
l i m 2 f(xh*

nY) f lk
ln)i(x)dx= f f(x)dx.(2)

A taie scopo ricordiamo che se Hn(x) indica il polinomio di in-
ter pol azione di HERMTTE di grado < 2n — 1 che nei punti xx

m
y

xt
{n),..., ^n

(9/) assume i valori /(cc/*0), f(acs
(w)),..., /(xH

<w)) e la cui de-
riyata negli stessi punti è uguale a zero, si ha, per tutte Ie fun-
zioni continue

n n
(3) lim i Hn(x)dx = yf(x)dx,
a?!00, ^3

(w)^... j ÜCW
(W) essendo gl i zeri del pol inomio Tn(x), (3).

Bssendo

si ha

w ( s e * )

IJx)dx.

Tenuto conto della (3), nelF intento di dimostrare la (2), basterà
quindi pro vare che

lim 2 fl*4<»>) ; ^ \ ; (x -
n-^oo fc-1 w« \Xh ) J —x

(4) lim 2 fl*4<»>) ; ^ \ ; (x - œ ^ ^ ï ^ ^ ) * » = 0.
fc1 w \X ) J x

({) IJ. MERLI , Sulla approssimamone delle funzioni continue mediante
polinomi, « Eend. dell 'Acc. ]^az. dei Line ei (Classe di Sc. fis. ; mat. e nat.) »'
serie T U I , voL I, fase. 11, pp. 1175-1180.

(2) Gr. GRÜNWALD, On the theory of interpolation, « Aeta Mathematica » 5

75 (1948), pp. 219-245.
(3) E. FELDHEIM, Theorie de la convergence des procédés d'interpolation

et de quadrature mécanique, * Mém. Sciences Math. », 45 (1939), Par is , p . 71-
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Si ha, posto | f(x) [ < itf in — 1 < x < 1 ed as = cos 6.

r 2
sen 9 cos2

— cos

sen n (6 — 6fe
(n))

0 —
sen

TT log n

con O costante assoluta, indipendente da n (4). La (4) è cosï dimo-
strata e quindi la (2).

(4) Cfr. per Ie notazioni e per i calcoli che qui si omettono, il num. 2
della nota (l).


