
BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Gabriella Lovrecich

Sulle singolarità della curva Hessiana

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol. 2
(1947), n.2, p. 129–132.
Zanichelli

<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1947_3_2_2_129_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamen-
te per motivi di ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per
motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare
questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1947_3_2_2_129_0
http://www.bdim.eu/


Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Zanichelli, 1947.



SINGOLARITÂ DELLA CTJRVA HESSIANA 129

Sulle singolarità della curva Hessiana.

Nota di Q-ABRIELIJA. LOYJREOICH (a Bologna) (*)

Suato. - Si dà una condizione necessaria e sufficiente perché la Hessiana H
di una curva piana algébrica F abbia tin punto tripto %n tin punto
semplice 0 di F.

Si dà anche una condizione sufficiente perché 0 sia un punto qua-
druplo di H.

1. Data una curva piana algébrica F di ordine n(n > 2), Ie con-
dizioni necessarie e suffieienti affinchè la Hessiana H di F abbia
in un punto semplice 0 di F la multiplieità T [0 <^ T < 3(n — 2)]
sono state determinate dal YILLA. il quale ha anzi risolto il pro-
blema in due modi diversi (1).

Per T = 2 il DEL* PJEZZO (2) ayeva osseryato che, affinchè il
punto 0 fosse doppio per H era necessario che fosse uu flesso di
2a specie (%

II VILLA, per T = 2 diede forma esplicita al suo teorema gene-
rale (4).

La CoRRADi (5) diede alla condizione del YILLA la forma se-
guente :

Affinchè un punto 0, semplice per una curva piana algébrica F,
$ia doppio per la Hessiana H di F, occorre e basta che 0 sia un

(*) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico dell'Universita di Bo-
logna.

Ringrazio il prof. VILLA per i suggerimenti datimi nel corso del pre-
sente lavoro.

(*) VILLAJ Sulla multiplicité e sulle tangenti della curva Hessiana^
« Bendieonti dell'Istituto Lombardo ». Vol. 65, p. 625, 1932.

Il VILLA ha anzsi risolto un problema assai più generale Si veda:
VILLA, Sulle singolarità della Jacobiana di r -+• 1 ipersuperflcie dello spazio
ad v dimensioni, € Memorie de l l ' I s t i tu to I jombardo ». Vol . 22, p. 79, 1931.

(2) D E L P B Z Z O : Sulla curva Hessiana, « Hendieonti dell ' Accademia di
Napoli ». Vol . 22, p . 203, 1883.

(3) P u n t o d' ondulazione secondo la terminologia di D E L P E Z Z O , cioè
punto in cui la tangente ha incontro quadr ipun to con la curva .

(4) V I L L A , Sulle singolarità della forma Hessiana, « Rend icon t i del-
1'Istituto L o m b a r d o ». Serie 2 a , vol. 65, p . 129,1932; V I L L A , il pr imo dei la-
vor i cit., p . 636.

(5) CORRADI, Sulle singolarità della curva Hessiana. Questo « Bollet-
t ino» , Serie 2 a , vol . 3, p. 215, 1941.
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flesso di 2a specie e che la conica y w* c*w si decompone la cubica
polare di O rispetto ad F sia tangente alla tangente t itt O ad F (6).

Nella presente Nota esplicito il teorema generale del VILLA per
T = 3 (n. 2) e dö inoltre una condizione sufficiente per T = 4 (n. 3).

2. - Sussiste il teorenia:
Affinchè un punto 0, semplice per una curva piana algebrica F,

sia triplo per la Hessiana H di F, occorre e basta che 0 sia un
flesso di 3a specie per F, e che la cubica y in cui [si decompone la
quartica polare di 0 rispetto ad F, dbbia nel punto d'intersezione
délia polare armonica con la tangente inflessionale un punto doppio.

Per la dimostrazione possiamo supporre (n. 1) che 0 sia un
flesso di 2a specie (almeno).

Allora la conica polare di 0 rispetto ad ? è dégénère e si
spezza nella tangente t in 0 ad F e in un' altra retta non passante
per 0 (la polare arrnoniea).

In uu sistema proiettivo di riferimento x,, xz, x%, assumiamo
0 come vertice (0, 0. i), la tangente t in 0 ad F- come retta xt z=z 0.
e la polare armonica come retta xz — 0.

Allora l'equazionç della curva F si puö porre sotto la forma:

-h at%x^x* -+- ax%xxx^ -f- a0ix2
4)xi

n-é - + - . . . = 0,

le a essendo costanti.
La Hessiana H di F ha V equazione :

%n — I)2a21a;2as3
3n-7 -f- (n — l)*(12a40x1* -H %azxxxxt -+-

•H- aaggOîg^Xg3'1-8 H- . . . ^ 0.

Affinchè -ff abbia in 0 punto triplo è necessario e sufficiente
che sia:
(i) an = aA0 = aai = aM = 0.

subito che la condizione a40 = 0 impone che 0 sia un
flesso di 3a specie per F.

D' altra parte la quartica polare di 0 rispetto ad F è :

W 3 (n — SKa^a?!8 -+• al%xxx% -f- ao^j*)»^ + ( a ^

»3i^ i 3 ^2 -+- &22 x^x^ -+- auCCïflCj8 -f- aO4&2
4) = 0

e quando a40 = 0 si spezza nella tangente inflessionale x% = 0 e

(6) Per w = 4, si veda VAONA, *Sm /ïessi d* speeee superiore delle curve
piane, Jquesto stesso f ascicolo.
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ne l l a cubica y di equazione :

a31#,3 H- \{n — 3)0-21X3 -+- a%%x^\xx
2 -4- [(n — 3)a12#3 -4- axz

3

Affinchè il punto (i, 0, 0) sia doppio per y deve essere

e si ritrovano cosï le condizioni (1).
OSSERVAZIOKE : Dovendo essere 0 un flesso di 3a specie per F,

si dovrà avere n>b affinchè F non sia dégénère (7).

8. - Si ha:
Un punto O, semplice per una curva piana, algébrica F, è qua-

drupîo per la Hessiana H di F, quando oltre aile condizioni che si
debbono verificare perché 0 sia triplo per la Hessiana H, 0 è un
flesso di 4a specie per F (8), e la quartica in cui si decompone la
quintica polare di 0 rispetto ad F, ha nel punto a" intersezione délia
polare armonica con la tangente inflessionale un punto triplo, con
due délie tre tangenti coincidenti con la tangente inflessionale (9).

Infatti 1' equazione di F è :

z
n~5 -+-... = 0.

L'equazione délia Hessiana è :

\n - 1) | fn — l)a5)x^ -+- {n — 1) • 12aAlxx
2x% -4- (n - 1) • %a%%xxx^ -4-

-4- 2[(n — J )a23 -4- 2a*12]a;,3 | xt*
n~9 -4- . . . = 0.

Perché la Hessiana abbia in 0 un punto quadruplo deve essere:

5̂0 = «4i = ^3s ~{n ~ l)a%% -+- 2a%
n = 0.

La condizione a50 = 0 impone che 0 sia un flesso di 4a specie
per F.

(7) La coppia délie tangenti a y nel punto doppio (t, 0, 0) è

x2[(n — 3)ai2xs -+- ̂ 13^2] = 0-

Per quanto segne conviene O3servare che (1, 0? 0) è una cuspide quando
^e solo quando) a12 = 0.

(8) Questa condizione è anche necessaria.
(9) Si noti che la condizione: che due délie tre tangenti alla quartica

suddetta coincidano con la tangente inflessionale, équivale alla eondizione
che la cubica in cui si spezza la quartica polare di 0 rispetto ad F abbia
nel punto d'intersezione délia polare armonica con la tangente inflessio-
nale una cuspide, la tangente cuspidale essendo la tangente inflessionale.



132 G. LOVRECICH

D'altra parte la quintica polare di 0 rispetto ad F è:

(n — 1\ 4 In — 3\
\ 4 ) \ 2 / 03 2 g 3

I ft /w \/V» 3 fut 1 (ff 'Tu* 5 | ff sv* 4/yi l_ y-| ŷ» 3yy, t t^ f. sy, 2/y> 3 I

e quando a50 — 0 si spezza nella tangente inflessionale x3=:0 e
nella quartica

(n—l\Â In- 3\
4

Se il punto (1,0,0) è triplo per Ja quartica deve essere:

La terna délie tangenti in taie punto alla quartica è

x \ { n ~ \ a ' - H n 4)a rx + a x*}-0

Affinchè due di queste rette coincidano con la x% = 0 deve es-
sere aia = 0 e quindi anche la condizione (w— l)as3 -+- 2a*jj = 0 è-
verificata.


