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Sui flessi di specie superiore delle curve piane

Nota di Guino VaonNa (a Bologna) (¥)

Sunto. - Si studiano gl elementr differenzialy del tipo y = a,xh + ... (k=4)
delle curve piane facendo uso delle polar: di una generica curva alge-
brica di ordine k che Ui contenga.

1. In una Nota del 1943 il BomPiaNI prende in esame i flessi
di 2? specie e di specie superiore delle curve piane (!). Seguendo
un procedimento da lui stesso indicato in una Nota del 1926 (3),
determina un riferimento invariante, mostra 1’ esistenza e da un
significato geometrico dei k — 4 invarianti proiettivi posseduti da’
nn K,,_, di flesso contenente 1'E, y = a,x".

Nella presente Nota riprendo in esame 1’ analisi dei flessi
Y = @* + ... (k =4), servendomi delle polari di una generica C*
del piano contenente un elemento del tipo indicato. Riottengo, in
tal modo, tutti i risultati ottenuti dal BoMPIANI per altra via e,
oltre che assegnare un nuovo significato geometrico ai ¥ — 4 in-
varianti posseduti da un E,,_,, pongo in luce 1’ esistenza ed assegno
un’ interpretazione geometrica agli h — 2(3 << h << k — 2) invarianti
proiettivi posseduti da un E,,, contenente V'E, y - «,x*. Esprimo
mediante birapporti gli r invarianti proiettivi che un E,, . (1<
< r <<k — 2), contenente 1’ F,, possiede oltre quelli di E,,. Infine
applico i risultati oftenuti allo studio delle singolarita dell’ Hes-

(*) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico dell’ Universita di Bo-
logna.

Ringrazio vivamente il prof. MArRIO VILLA per i suggerimenti e con-
sigli che mi diede per questo lavoro e che continuamente mi da durante i
miei studi.

(') Si veda: B. Bompiani, Analist de: flesst di specie superiore delle
curve prane, « Boll. U. M 1.», II, 5, 1943.

(?) Si veda: E BompiaNy, Per lo studio proiettivo differenziale delle
singolarita, « Boll. U. M. L. », I, 5, 1926,
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siana di una quartica piana (%), dopo aver caratterizzato geometri-
camente un particolare tipo di flesso gia studiato da B. Su ().

2. invarianti proiettivi di un E,, B<<h <<k - 2) di flesso
di specie & — 2. Si abbia un flesso di specie k 2

(2.1} Y= o + a,x"t L a,=+=0, k=5.

riferito ad un sistema di coordinate proiettive nom omogenee, con
Y origine O nel suo centro e con la retta y = 0 coincidente con la
tangente inflessionale; sia inoltre

(2.2) gy +9b, @ + bpy) + ... + Ybpg @ o+ byt —
— A 4 o+ byt =10

1'eyunazione di una generica C* del piano, avente un flesso nel-
Y origine con lo stesso E, di (2.1). Si ha:

La polare armonica di O rispetto ad uwna generica Ck del piano
contenente un Ex, del tipo y = a,xk + a,x5%', incontra la tangente
inflessionale in un punto Ag,, che non varia al variare della Cx
considerata.

Infatti affinché la C’ (2.2) contenga I’ E,,, (2.1) occorre sia

2.3 bha,+a, =0.
D altra parte la polare armonica di O ha I'equazione

E—1+0b,2+ byyy=0.

E—1
Exra incontra la tangente 4y — 0 nel punto di ascissa x = —- r—
11
agk — 1
ossia, tenendo conto della (2.3), x:i&—)
1

11 punto A4,,, & quindi un punto invariante dipendente dal-
I'Eiyy 4= ag* + a,z**! ). Noi 1’assumeremo come punto im-
proprio dell’asse x (onde a, = b,, = 0).

In generale:

La C* in cui si spezza la polare di ordine h + 1 di O rispetio

(3} I1 problema riguardante le singolaritd della curva Hessiana & stafo
ampliamente trattato e risolto in due modi diversi da M. ViLLa nel caso
generale. Si veda al rignardo: M. ViLLa, Sulla wmultiplicita e sulle tan-
gentr della curva Hessiana, « Rend. Ist. Lomb. », II, 65, 1932.

(*) 8i veda: B. Su, An extension of Bompiani ’s osculants for a plane
curve with a singolar point, « Tohoku Math. Journ. », 45, 1939, pp. 239-244

(°) Tale punto coincide col punto invariante definito dal Bomprani (op.
cit. nella (!)) per altra via.
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ad una generica Ck del piano conlenente un Ex n(l=<=h=<k — 2)
del lipo y = a,x* + ...+ a,xk+h dncontra la tangente inflessionale
. un gruppo di punli A'x,n, A’ksh,.., APryen che non variano
al variare della Ck. Tali punti dipendono percid. dall’ By ,n che
la Ck contiene ed assieme al punto O individuano h — 2 invarianti
provettivi esprimibili mediante birapporti.

Tl gruppo di punti invarianti Alxy,. A i1,.., A, (1<Si<<h)
che ' Bx..,, contenuto mnell Bx,n, determina sulla tangente, costi-
tuescono il gruppo polare di ordime i di O rispetto al gruppo di
punti individuato dall’ Ex .

Infatti una generica C* del piano contenente V' B, , (2.1), scelto
il riferimento nel modo indicato, ha 1’equazione

(2.4) y+by -+ 4y 224Dy ?) 4o+ Ybr—gy BT by YT
— Go* 4+ ...+ byt =0

dove le b,, (2<C 7 <Ch) soddisfano alle relazioni
25 a,+bya,_,+bya,_s+..+b_,a,+b,a,=0, j=2.3,..., h.

La C" in cui si spezza la polare di ordine h + 1 di O rispetto
a C* ha Y’ equazione

(E—1)..(h+1)+ (k—2)..hbyy + ... +
+(k—h—1)..3.20b, 2" + ... + by, . y")=0.

I punti in cui tale curva incontra la tangente y = 0 sono quelli
di ascisse soddisfacenti I’ equazione

E—1..(h+ )+ (E—3)...(h — Dby, + ... +
+{k—h—-1)..3.2b, 2" =0.

Ora poiche i coefficienti b,, dipendono, per le (2.5), dai coef-
ficienti @, (j =0, 1,..., k) dell’ elemento (2.1), seguono le proprieta
enunciate.

Per h=Fk— 2 si ritrovano i risultati di Bompiani, identifi-
candosi il gruppo di punti 4,,_, con quello che il BOMPIANI stesso
associa, in modo diverso, ad un KE,,_, dello stesso tipo (5).

(¢} Infatti nel caso h =%k — 2 risolvendo il sistema (2.5) si ha

a, 0 0 0 as
D 0 g 0 0 ay |
b, = ‘—1071—_7, dove D,=—!a; O o, 0 a,

la,— a,— a,—..0 a,
Lie ascisse dei punti invarianti sono le radici dell’equazione

26) (k—1)ag—3+ (k— 8)agh— D02 4.4 (k—h—1) @t —h—2Dyeh 4.+ D;_,ak—2=0.
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B assai agevole, mediante le curve polari, finire di fissare un
riferimento proietfivo intrinsecamente legato ad un elemento dif-
ferenziale del tipo considerato. Si ha intanto:

La retta polare del punio Ax,, rispetto ad una generica Ck
contenente un B, del tipo assegnato non varia al variare della Ck.
Bssa dipende percid soltanto dall’ E,,_, e pud assumersi come retta
x =0 del sistema di riferimento.

Infine si ha che:

La polare armonica di O & la stessa per tutte le Ck che passano-
per un By del tipo indicato.

Tale retta pud assumersi come retta impropria del piano.

Il punto unitya si pud fissare osservando col BomMPian: che &
unica la C* contenente E,, ed avente nel punto improprio del-
1’asse y (punto invariante) un punto (k — 1)-plo. Una retta per
esso e per uno dei punti invarianti determinati sulla tangente
incontra ulteriormente la C* in un punto che pud essere assunto.
come punto unita.

3. Invarianti proiettivi di un E,. ., (1<<r<<k — 2) di flesso
di specie X — 2. B gix noto () che ogni E,,,, (r>0) possiede »

D’altra parte i punti invarianti definiti dal BoMPiaNI sono quelli le cui

ascisse soddisfano I’ equazione
k—4
(2.7) o — 2ap;—3 + opy—y) + §s aPy o +ap,=0,

dove o = }c e le P, e p; soddisfano ai sistemi
h—2
(2.8) ayP,+ 25 a Py +a,=0, 2<<hr<k—3
2
Pj=p; — 2apj—, + x*pj—s, 3=j=k—3
py =2a, py= P+ 2up, — 22
Ricavando le P, dalle (2.8) si ha
(2.10) P,

2.9

= aoh-—i 4

essendo D, un determinante del tipo precedente. Ricavando poi le p, dalle
(2.9) si ottiene
(2.11) pi=(( + o4 (j —1)Pywi—2+ .. 4 P; = 0.
Infine sostituendo nella (2.7) a p;—; e p;—, i valori dati dalla (2.11) e
a P,_,—, quelli dati dalla (2.10), tenendo conto della relazione
k— 4
- gs gDy 05" — Ayt = Dy,

si ottiene la (2.6).
(") Si veda: BoMPIANTI, op. cit. nella (%).
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invarianti proiettivi oltre quelli di E,,. Si vedra in questo numero
come sia possibile ricondurre a dei birapporti gli » invarianti pro-
iettivi (1 <r <<k — 2) individuati da un E,.,.,.

Si consideri una gemerica C* countenente I’ F,, . y = agc* + ... +
4@, 2 (1<<i<<k - 3). Si indichi con G, il gruppo degli ¢+ 1
punti intersezione della retta impropria (invariante) colla C**!
in cui si spezza la polare di ordine ¢+ 2 di O rispetto a C*.
Si ha:

Il punto Byx.i, centro armonico di ordine uno dé Ax,, rispetio
al gruppo Gi, mon varia al variare della Ck considerala ma dipende
solo dall’ Byx4i che la Ck contiene.

Infatti si riferiscano I'E,,,; e la C* al sistema di riferimento
fissato al n. 2. Lia C* avrd equazione (2.4) essendo i coefficienti b,
vincolati dalle (2.5) (con =2, 3,..., k —2) e dalle relazioni

gak+j+b2lak+j-‘2+"'+b;c—21aj+2+b12Aj—l Veetby_gp 4,405 4,=0
3.1) . (.7':1: 27 ey 7’)

©-1) bp—yy =0

by = 0

dove 4, & il coefficiente di «***”? nello sviluppo del quadrato
(@z® + ayx"*? + ..)% Il gruppo G, dei punti intersezione della retta
impropria colla C**! in cui si spezza la polare di ordine ¢ + 2
di O rispetto a C* sono rappresentati, in coordinate omogenee z, .
dall’ equazione

3.2) b, 11 T+ b XY 4 . + by Yyt = 0.

Il centro armonico d’ordine uno di A4,,, (1,0) rispetto a G; ha
coordinate omogenee soddisfacenti 1’equazione

3.3) (¢ + )b, 2+ by—=0.

Essendo b,,,, e b, esprimibili, attraverso le (2.5) e le (3.1), me-
diante le a; (j==0, 2,..., k+4), la proprieta resta provata.

Si ha quindi:

Un B (1 <<r<k-—3) determina sulla retta invariante, as-
sunta come retta impropria, v punti invarianti Byx.i (i=1, 2,..., 1)
che sono i ceniri armowici d ordime wuno di Ax., rispetlo ai
gruppi Gi, intersezione colla retta impropria delle Ci-! in cui sé
spezzano le polari d ordine i+ 2 di O rispetio alle Ck contenenti
UVEBy+i dé Bygyr. Se ad essi si associano i tre punti fondamentali
del riferimento proietlivo invariante, giacenti sulla retta impropria,
gl r invarianti proiettivi dell’ Bxir sono esprimibili mediante
gli v birapporti che tali punti individuano.

Si ha pure:

L’ ulteriore punto (oltre il punio O) in cwe la conica polare
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di Ax.,, rispetto ad uwna generica Ck contenente un Bj_, del tipo
considerato, incontra la vetta x =0, & lo stesso per tutte le Ck ¢
dipende solo dall’ Bk, che esse contengono.

Questo punto, assieme ai punti fondamentali del riferimento
sulla & = 0, defermina un birapporto che & un invariante proiet-
tivo dell’ B, _,.

4. Sa un particolare tipo di flesso. B. St, in una Nota
del 1938 (8), iniziando lo studio dei flessi di specie superiore delle
curve piane, si limita a considerare un fipo particolare di flesso
che egli ottiene ponendo delle condizioni analitiche restrittive tra
i coefficienti dello sviluppo che lo rappresentano nell intorno del
suo centro. Non assegna perd, a quanto pare, nessuna interpreta-
zione geometrica alle condizioni poste.

Orbene questo tipo particolare di flesso non & altro che quello
in cui i k —2 puntr invarianti Ab,y_, (h=1.2, ..., k - 2) coinci-
dono tulti col punto Axy,. determinato sulla tangente dall By, ,
di Bix—y ()

5. Flessi di 2* specie; un’applicazione. Se k — 4. cioe il
flesso & di 2% specie, dalle proprieta generali viste al n. 2. segue
in particolare che 1'E, determina sulla tangente un punto inva-
riante 4, e I' F; due punti invarianti 4;', A4’ che dividono armo-
nicamente la coppia 04,; 1'F; determina un riferimento proiettivo
intrinseco, rispetto al quale I’ elemento & rappresentabile dall’ equa-
zione canonica

Y= —2(a* + 3 + 9x) + ...

La cousiderazione dei flessi di tipo particolare, fatta al n. 4,
porge immediatamente, ed in forma assai semplice, una condizione
necessaria e sufficiente cui deve soddisfare un punto P semplice
di una quartica piana per essere doppio per 1'Hessiana. Sussiste
il teorema:

Condizione necessaria e sufficiente affinché un punlo P, semplice
per una curva prana B del 4° ordine, sia doppio per U Hessiana H
di B & che P sia un flesso di 2" specie del tipo particolare consi-
derato al n. 4.

(®) 8i veda: B. Sy, op. cit.

() Infatti affinché coincidano in 4;,, i punti 4",;_,(k=1,2,.., k—2),
occorre e basta si abbia ¢, = a, = ... = a;—, = 0. Tali condizioni coincidono
appunto con quelle poste da B. Su, quando si osservi che il punto inva
riante associtato da tale Autore all’ By, coincide col punto 4;.,.
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Per la dimostrazioue premettiamo il seguente teorema di M. V.
CorrADI (!):

Affinché un punto P, semplice per una curva piana alge-
brica F, sia doppio per la Hessiana H di F, occorre e basta che P
sia punto di ondulazione e che la conica in cui si decompone la
cubica polare di P sia tangente alla tangente in P ad F.

Ma nel caso in cui F sia del 4° ordine dire che la comica sud-
detta & tangente alla tangente inflessionale equivale a dire che i
punti 4., A2 individuatt dall’ B, della curva sulla tangente,
vanno a coincidere col punto Ay ('), cioé che il flesso & del tipo
particolare comsiderato al n. 4.

Osserviamo infine che la singolarita dell’ Hessiana in un
punto P di una curva algebrica piana, non dipende esclusiva-
mente dall’intorno di P sulla curva, ma anche da proprieti e
caratteri della curva stessa indipendenti dall’intorno. Cost ad
esempio il fatto stesso che il teorema sopra stabilito valga sola-
mente per le curve algebriche del 4° ordine, c¢i assicura della
dipendenza delle singolarity dell’ Hessiana dall’ ordine dellu curva
considerata. Non sussiste infatti lo stesso teorema se 1 ordine
della curva ¢ = 5.



