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Sulle funzioni analitiche
numerico-integrali ai una o piii funzioni numerieke.

JSTota di SALVATORE AMANTE (a Messina).

Santo. - In questa nota si estendono alle potense intégrait con esponenti
reali delle funsioni numerieke Ie regole ordinarie del calcolo delle po-
tenze, si stabilisée una goniometria per Ie funsioni numerico-integrali
e si dou infine uno svili&ppo in serie di TAYLOR per Ie funzioni anali-
tiehe numerico-integrali di due funzioni numerieke.

1. In precedenti note (l) ho dimostrato cite :
Se T è il raggio di convergenza della serie:

{!) aQ -H axz -H a*dl H- ... -f- amzm -H ...

(*) S. AM AKTE : Sulle funsioni analitiche numerico intégrait. « Bendi-
iïonti del Ciroolo matêmatico di Palermo », tomo XL, anno 1936; Sulle
serie numerico4ntegrali, rivista « Le Matematiche », vol. I? fase. 3°, « Casa
del libro », Catania 1946.
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10 g. AMANTE

la condizione necessaria e sufficiente perché la serie

(2) a^(n) -H ajx\n) + ajx\n) -H ... -*- awfm(n) <- ...

sta assolutamente convergente è che si abbia:

(3) fdY^r.
È questo il perfezionamento di un altro teorema del Prof. ]VJ.

CIPOLLA (~') îiel senso che aile condizioni ] f(d) < r per tutti i divi-
sori d di n. suffi ci enti per la convergeiiza assoluta délia (2), vien^
sostituita V unica condizione (3) la quale è pure uecessaria.

Detto teorema si utilizza per definire la funzione analitico nu-
merico integrale : se <]>(&) è la fuuzione analitica definita dalla se-
rie (1) entro il su o eer eh i o di COÛT er gen za ed f(n) una funzione
numerica taie che ƒ(!) - r. si dénota con ^(f^n)) la funzione nu-
inerica definita dalla serie (2) e si chiama la funzione ty analitica
numerico-integrale di f(n).

I l CXPOLL/A stabilisée pure (3) lo SYÜuppo in serie analogo a
quello di TAYTJOR per le funzioni analitiche numerico-integrali
dimostrando che :

Se r è il raggio di conrergenza délia serie di potenze (1) e se
f(n) e g(n) sono due fttnzioni numerieke tali che per ogni divisote d
di n si ha senipre :

(4) \f(d)\<r, \W) + g(d)\<r

allora raie la formula analoga a quella di Taylor:

(5) ïW -t- gn«)) = nfaW) •+ j ^ ±

Ora è da osservare che il perfezionamento da me apportato al
primo teorema si riflette su quest'altro nel senso che aile condi-
zioni (4), senza nulla modificare nella dimostrazione, si possono
sostituire le sole eondizioni:

(6) \f{l) <r

e pertanto si puö dire che :
Se r è il raggio di convergenza délia serie di potenze (1) e se

(2) M. C] POLL A : Specimeit de Calcul o arttJimehco-intvgi ale?

«de Mathematica », t. 9, a. 1L09; Sut pimctpt del calcolo arttmeUco-tnie-
g? aie. « Atti dell' Aecademia Gioenm d] stien/e natuiali in Catania», se*

rie 5a, vol. VI1I? 1915.
(3) CIPOLLA : n. c.
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f(n) e g(n) sono due fiinzioni numerieke soddisfacenti alle condi-
zioni (6) alïora vale la formula (5) analoga a quella di Taylor.

L a (5) opportunamente trasformata rende sempre possibile la
determinazione della somma della serie (2). Yi si muti infatt i f(n) in
f(l)a(n) e g(n) in f(n) — f(l)a(n) e si osservi che la seconda delle
condizioni (6) è soddisf atta in conseguenza della p r ima ; si ott iene
allora :
(71 *(ƒ•*•() =

ed il secondo membro di questa uguaglianza ha un numero finito
di termini perché si ha :

non appena m supera il numero r(n) dei fattori primi uguali o
disuguali secondo cai si decompone n. Pertanto si puö assumere
T uguaglianza (7) come definizione di }V(fT{n)) se W(B) è una fun-
zione analitica della variabile complessa z. monogena in una re-
zione che contiene il punto f(l).

Una prima applicazione della formula (7) si ha ponendo W(x)=^
essendo s un numero reale qualunqae. Si ottiene cosi Fespressione
del cointegrale di f(n) di grado s :

,8) r » = K(n)r(l) + Y\ fs

doV è da supporre f(l) =}= 0.
Se nella (8) poniamo r al posto di s e moltiplichiamo intégral-

mente la formula cosï ottenuta membro a membro per la (8) stessa,
otteniamo :

II secondo membro di questa relazione, in virtù della (8), è
~^r(n) ; quindi ha luogo la seguente :

qualunque siano i numeri reali r ed s purchè ƒ(!) sia diverso da
zero se uno almeno dei due numeri r ed s non è intero positivo,
relazione che estende al prodotto integrale di due cointegrali la
nota regola del prodotto di potenze ayenti la stessa base ed espo-
nenti numeri reali qualunque.
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Si osservi inoltre che qualunque siano i numeri reali r ed s,
in base alla (8), si ha:

)*- = [a(W) - fil) -H f, t

e sempre in base alla (8), tenendo presente che è :

(f-*f(i)r\i)=o

qualunque sia F intero positivo t, si ottiene :

cioè :

-w-«,
e riducendo, segue :

1 !'

Il secondo membro è ciö che direnta il secondo membro di (8)
qnando al posto di s si pone r»s, pertanto si deduce:

(f*\ri\)xr=fxrs(n).
Questa relazione estende la nota regola per il calcolo délia po-

tenza integrale di Tina potenza integrale ad esponenti interi al
caso di esponenti reali relativi, in analogia a quanto awiene nel
calcolo ordinario délie potenze.

In modo analogo, sempre per s reale qualunque, si puö mo-
strare che si ha :

(f(n)xg(n)fs =f*s{n)xg*s{n)

onde tutte le regole relative al calcolo délie potenze ad esponenti
reali valgono anche quando si tratti di prodotti e potenze integralL

Assumendo nella (2) W(x) = sen x e poi W(#) = cos x otteniamo :

fxi{n) t°°\n) fx\n)

fxG(n)
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ed in termini finiti dalla (7):

(9) sen f*(n) = o(n) sen f[l) -+- ̂  " tt^^ <w)
 COs ƒ(i) —

(10) cos f*(n) = a(») cos f(l) - ^ "~ a (W) X

Utilizzando Ie (9) e (10) per formare l1 espressione

(sen p(n))x(cos ?*(*&)) -+- (sen ox(n))x(cos /
si r icara :

_
e questa non è altro che 1'espressione di sen [(ƒ-»- <p)*"(w)]i quindi
si ha :

sen [(/ +- <p)rW] = (sen /^(n))a;(cos ®x(n)) H~ (sen <

che è la nota formula di addizione relativa al seno trasportata
alle funzioni numerico-integrali.

In modo analogo possono stabilirsi nel campo delle funzioni
numerico-integrali Ie formule analoghe a quelle délia goniometria
ordinaria tutte ottenendole interpretrando prodotti e quozienti or-
dinari come prodotti integrali e quozienti integrali.

2. Il procedimento seguito per definire la funzione analitica
numerico-integrale di una fuuzione numerica si presta ad essere
opportunamente utilizzato per definire la funzione analitica nume-
rico-integrale di due funzioni numeriche.

A tal fine incominciamo con l'osservare che tenuto conto di
quanto è stato detto sulla serie (2) e di quanto è noto sulle serie
doppie di potenze è immediato il teorema:

Se la serie doppia di potenze :

ai) 2 ?fl«w

converge assolutamente per la coppia di valori z1; zg delle variabili
di moduli | zx | >- 0, | z21 > 0 e se :

\f(l)\<r1<:\l]\,
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allora la serie :

u^Qv—0

è assolutamente convergente.
Ma allora, poichè sono assolutamente convergente le serie:

OO OO / M \

relative a tutti i divisori d di w, sarà pure assolutamente conver-
gente la serie :

cioè la serie :

1 2a„(/»V«!>).

Pertanto è dimostrato il teorema:
Se la serie doppia di potenze :

OO OO

converge assolutamente per la coppia di valori z1, z% délie variabtli
d% moduli \ z1 \ > 0, \ z21 >> 0 e se

allora la série :

(12) 2 ïajr^K»)

è assolutamente convergente.
Se ^(^j, 02) è la funzione analitica definita dalla serie (11) nel

suo campo di eonvergenza ed f(n) e cp(w) sono due funzioni nume-
riche tali che | f(i) \ ̂  rx, \ co(l) ] < r2, si dénota con W(^(^). ^r(n))
la funzione numerica definita dalla serie (12) e si chiama la fun-
mone analitica nwmerico-integrale délie due fnnziont f(n), y{n).

Quest' ultimo teorema ci permette di stabilire uno sviluppo in
serie di TAY:LOR per le funzioni analitiehe numerico-integrali di
due funzioni numeriche, precisamente ha luogo il teorema

Se la serie doppta di potenze (11) converge assohttamente per
\ zi <c rl e ! z1 I •"•*' r2 e se f(n), f j(n), f (n), «p^n) sono funzioni nume-
rieke tali che si abbia:

? ( l ) | < v t , • «p(l) +• =?,(!) | < r,
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allora vale la formula analoga a guetta di Taylor :
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(13)

3<p

Infatti, iu base alle ccmdizioni :

K*1,, I ?(i
possiamo applicare la (12) e scrivere :

= S 2 au,(f
«-O -y—0

• = 2 2 a t t t

e invertendo i simboli di sommatoria :

111)
OO OO

s=0 t=0

â  per ( zY ( < r t e
tivi s. t esiste :

*2 2 «J f - l X ? *-V)

< rs e qualurique siano gT interi posi-

ed è rappresentata dalla serie :

U=:S V - t

u\fv

HHindi, essendo per ipotesi | f(i) \ < r,, | <p(l) | < «*2, per definizione
di fauzione analitica namerico integrale di due funzioni nutne-
riche. è lecito scrivere :

e perö la (14) diviene :

e questa non è altro che la (13).
La somma della serie che dà W(fT(n), ^ è un caso partico-
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lare di quest' ultima. Vi si muti infatti :

f(n) in f[lHn)
f\(n) in f(n) -

<p(») in

y^n) in
si ottiene :

*(/"(»), **(»)) =, a(n)W(f(l), <p(l))

111.

cioè :
(15) Wf"(n), <p*(n)) = «(n

ehe è la formula analoga a quella di Tayïor per le funzioni di due
variabili; essa offre il vantaggio rispetto alla (12) di rendere sempre
possibile la somma délia (12) stessa dato che ha un numero finito
di termini perché:

(ƒ - fi±W» =0 , («p - (fWaf'M = 0

non appena set superano r(n).
Pertanto, quando sono soddisfatte le condizioni in precedenza

dette, si puö assumere F uguaglianza (15) corne definizione di

La forxaula (15) poteva ottenersi in altro modo.
Infatti, considerata la W(/^(^ ^(n)) corne funzione délia sola

fin) si ha :
(16) W(»),

Jf7(f(^ t&)

ed inoltre si ha pure :

per s = O, 1, 2,....

Moltiplicando quest'ultima integralmente per — e

sommando rispetto ad s, la somma dei primi membri da, in virtii
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clella (16), W(f^), y*{n)) mentre la somma dei second! membri dà
il secondo membro della (15).

Le esteusioni relative alle funzioni analitiche numerico-inte-
grali di più di due funzioni numeriche, dopo quanto précède^ sono
immédiate.


