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RECENSIONI

B. SEGRE. « The non-singular cubic surfaces ». A New Method of In-
vestigation With Special Référence to Questions of Eeality^
Oxford, University Press, 1942, pagg. XI + 180.

Il lavoro, -di -cui noi veniamo a conoscenza soltanto ora, è stato scritto*
dal Segre in Inghilterra, negli anni dêlFesilio.

L'A. ha dato alla ietteratura materna tic a un'opera non soltanto utile1

in quanto era ormai tempo -di rac-cogliere in un trattat'o i risultati ben noti
sulle superficie eubiche, ma spieeatamente originale per il metodo> di ricerca
adottato e per i nuovi contributi apportati.

Esso permette all'A. di riesaminare tut ta Ja teoria delle superficie
cubiche non singolari in modo suggestive, di semplificarla e di com-
pletarla in alcuni punti essenziali. Il metodo consiste nel considerare la
superficie *cubic-a F come avente per limite la superficie Fo decomp'OtSta in
tre piani indipendenti -nlt 7rg, 7r3 ? supponendo cbe Ie rette. px ^ (TT2, TT3)V
p^^(i:}1'Ki)) p 3 ^ ( x t ?7Tg) intersechino F in terne di punti aventd ben deter—
minati limiti P n , P1%, P i a ; P2 1 7 P2 2 , Pn; P3l,• Pis, P33- J nove punti
•Pape ü pnnto 0 = (Klf K%} 7T3) essen do distinti. Le rette limiti delle 27 rette
di F sono allora Ie 27 rette Pa^Pa^r^^z) ^ Gn'1 ® s u ^u 9 su TT2 e>
9 su 7c3.

Si perviene cosï a cl una nuova notaaione per Ie 27 rette di 2̂  dénotando
la retta corrispondente a Pai$ P ^ eon un simbolo abc formato da tre
numerij uno dei quali è zero .mentre gli altri due sono iiguali a $ e y ed han-
nt» rispettivamente 1' a^imo e 1' a2

esim0 posto..
Una suggestiva rappresentazione grafica delle 27 rette si ottiene asso-

eiando a ciascuna retta di F la proiezione su un piano da un punto -(non-
appartenente a Fo) della -corrispon-dente retta 'P a j 3 Pa2y

È da notare .ehe TA. ha approfondit o il metodo considerato in guisa di'
trarne non soltanto prbprietà numerative ma proprietà geometriche, di'
struttura.

Dalla rappresentazione grafiea? si ottiene nel I cap it oio un qua dr o c'om-
pjeto delle proprietà più important! delle 27 rette, dei 45 piani tritan-
genti, delle bissestuple, ecc..., considerate nel campo complesso.

Nel eapitoLo I I queste proprietà vengono eompletate in relazione aî
gruppo delle 27 rette che viene qui profondamente studiato per la prima
volta.

Il capitolo III è il più ampio e caratteristico del volume ed è interamente-
dedicato al campo reale.
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In esso si mostra, coh semplici consideraziani di continuità, ehe le su-
perficie cubiehe reali'sono divise in 5 sistemi continui eónnessi, riottenendo
eosï i cinqne tipi della elassificazi'one di Schlaüi.

Per ciascun tipo sono esaminate col metodo della rappreseniazione gra-
fiea moite proprietà della comfigurazi'one formata dalle 27 rette; in partico-
lare si effettua la classi-ficazyone e la costruzione delle bissestuple -(reali) dei
différent! tipi. Strettamente legato a tutto ciö è lo studio, essenzâalmen-
te di .earattere topologico, del poliedro generalizzato determinato su una
superficie cubica reale dalle sue retfe reali, che eonduee ad una chiara co-
noseenza d-ella forma di eiaseuna superficie e delle loro superficie duali, a
varie proprietà delle loro curve paraboliche e alla l'oro elas^ificazione nello
spazio affine,

II IV ed ultimo 'Capitolo è di natura di versa dai precedenti; esso è
•pr-evalentemente analitieo. Qui, do po a ver dimostrato il teorema di SYLVE-
STEE,, vengono determinate le superficie cubiehe non singolari per Ie quali
o non è unica, o non è possibile la ridiwone alla forma canonica di SüiVE-
STER; in tali casi si danno le relative forme canoniche. S^gue poi la deter-

minazione di ; tutte le superficie cubiehe (non singolari o sing*olari) Ie cui
^Heesiane sono riducibili, e una dimostrazione della proprietà che ogni for-
ma cubica quaternaria puo essere espressa come somma di sefcte cuba al più.
Oome applicazione dell'equazione canonica si studiano -e si elassificano com-
pletamente, -sia nel eampo eomplesso che an quello reale, le superficie cubi-
'che non singolari che ammettono trasformazioni omografiche in sè.

Inflne si indica came, nel campo reale, il tipo di una superficie cubiea
non singolare possa dedursi dalla sua equazione eanonica. Ulteriori ap-
plicazioni del metodo di degenerazione allo studio delle superficie rubiehe
deling (considerando la .superficie ccane avente per limite la superficie -de-
c-omposta in una quadriea e in un piano) e delle, ip er superficie cubiehe del-

S4 sono indicate brevemente in due delle tre appendici con cui termina
'il volume.

Il libro in bella veste tip'ografica è corredato da 63 figure.
Ques.t'opera è s ta ta il piint'o di partenza di ricerche del SEGKE di carat-

tere aritmetico sulle superficie eubiche appàrse in periodiei inglesi (spe-
•cialmente nel Journal London Maht. Soc).

Mario Villa

A. GHIZZETTI. Calcolo sinibolico. Monografie di matematica applicata,
per cura del Consiglio Nazionale delle Ri-cerche. Zanichelli, Bolo-

1943.

Con questo- libro il Ghizzetti ha dato alla nostra letteratura di matema-
tica e di ingegneria la prima trattazrone del Calcolo simbolico degU elet-
troteenici nell'indirizzo fondato sull'uso della trasformata di Laplaee. riu-
scendo a conciliare, in modo veramente felice, le esigenze del rigore scien-
tifico con quelle delle semplicità e perspicuità delPesposiaione.

Il libro,- preceduto da una prefazione di M. Picone, si compone di quattro
parti e di due appendici.

Parte prima. — Nei §§ 1̂  2, 3 sono esposte in modo elementare le pro--
pi-ietà più salienti della trasformata di Laplaee, in particolare quelle relative
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•alPoperazione di derivazione della funzione trasformanda e alla trasformata
dol prod'otto integrale di due fuirzioni.

Nel § 4 è considerato il problema dell'antitrasformazione cli Laplaee si a
nel caso in cui la trasformata si a olomorfa e nulla all'infinito (formula di
Pineherle) sia nel caso generale (formuladi Riemann). Si dimostra poi il
teorema di uni cita di Lereh e sono enunciati il classieo expansion-theorem di
Heaviside, la formula di Phragmén, i metodi di inversione di Trieomi e di
Pieone, basati sull'uso dei polinomi di Laguerre e di Legendre rispettiva-
"mente. Diffusamente è trattato il caso elementare dell'arititrasformazione delle
funzioni razkmalj pro prie.

Nel § 5 è esposta in forma rigorosa la teoria delle funzioni impulsive
•e delle l'oro trasformate.

I §§ >6, 7 sono dedicati alFintegrazione, col metodo della trasformata di
Lap]ace, delle equazioni difïerenziaH lineari a coeffieienti costanti e dei siste-
mi di tali equazioni. Notevole e originale l'approfondi ta diseussione dei si-
stemi non normali, avente per fine l*o studio esauriente della teoria dei
circuiti elettrici a costanti eoncen«trate.

Per tali sistemi i valori iniziali non sonfo, in generale, del tutto arhitrari ;
si drmoatra pero ehe posti, sia pure ad arbitrio, i dati iniziali, il metodo della
trasformata di Laplaee conduce in ogni caao- a una soluzione la quale dà
luogo a valori iniziali intesi eome (lim) diversî  in generale, dalle quan-
tité assegnate ma dotati di un notevole significato fisico, ehe s ar à posto
in lu ce nella parte seconda.

Nei §'§ 8, 9 si espongono le più notevoli proprietà delle funzioni di
Bessel e delle funzioni thêta e se ne ricavano le trasformate.

Parte seconda. — È dedicata allo studro dei circuiti elettrici a eostanti
eoncentrate. Dopo una ac cura ta analisi della struttura dei sistemi di equa-
zioni di Kirchhoff si passa alFintegrazione di questi col metodo esposto nella
parte prima.

JJAutore distingue tra dati iniziali (' lim ) e valori iniziali ( lim )

gêner aiment e ineogniti perché aïl'istante t — Q possono presentarsi delle
discontinuità nelle soluzioni. In base a eonsiderazioni flsiche il Ghizzetti va-
luta, a priori, queste diseontinuità e dimostra ehe, se ci si vale, per l'inte-
grazione dei sistemi in esame? del metodo della trasformata di Laplaee assu-
mend'o corne valori iniziali i dati iniziali, la soluzione cui il metodo. conduce
ha proprio eome valori iniziali i numeri ottenuti aggiungendo ai' dati iniziali
i salti relativi aile predette discontiauità.

La teoria è illustrata con intéressant! eseinpi nei quali si fa uso, per il cal-
feolo delle eorrenti, delle funzioni impulsive.

La tratta:zione précédente, svolta nel § 1, consente, nel § 2, una rigorosa
applicazione del metodo simbolico in tutti i casi (e non solo per i circuiti
inizi aiment e a riposo).

Nel § 3 si studia il caso particolare delle f.e.m: esponenziali, si ricava la
relativa formula di Heaviside e si collega il Calcolo simbolico con l'ordinario
'Calcolo di Steinmeiz per il regime alternatif7o.

Seguono numero si ed interessant! esempi.
Parte terza. — È dedicata alla teoria dei circuiti a eostanti distribuée.

Nei %% l e 2 si rieavan'o le classiche equazioni di propagazione in una di-
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mensïone e Ie equazioni eorrispondenti nelle trasformate, con vari tipi dl
eondizi.oni ai limiti; si espone iivoltre una accurata analisl del fenomeno di
propagazione, partieolarmente in relazione alle riflessioni delle grandexze-
elettriehe alle estremità di una linea.

Nel § 3 si studiano i eavi di lungbezza infïnita o.finita, eon l'ausilio1

della funzione degli errori e delle funzioni theta.
Nel § 4 s'ono trattate Ie linee antidistorcenti di Heaviside (in particolare

Ie linee aenza per dit e).
'II § 5 è dedicato all'esame del caso generale, esprimendo la soluzione

mediante Ie funzioni di Bessel.
Parte quarta. — Tratta dei filtri elettnici e delle linee artifieiali. Nel.

§ 1 1'Autore considéra le -eatene, finite o infinité, di trasduttori quadripolari^
rieavaiido Ie equazioni di propagazione.

Nel § 2 è studiafro, come catena infinlta, il filtro passa-basso, nel quale
la soluzitme è data mediante Ie funzioni di Besse^ e, per la catena finitar

sono esaminati vari casi, ottenendosi un gruppo di formule assai generalis
Nel § 3 vengono trattati aleuni tipi di linee artifieiali.
Il trattato si ehiude con due Appendicl. La prima contiene una estesa*

e utilissima raccolta di trasformate di Laplace (153 trasformate) per cia-
scuna delle quali è anche brevemente accennata la dimostrazione. La seconda
è dedieata a una rapida esposizi.one concernente la trasformata di Laplace
bilatera, la trasformata di Fourier, di Laplace-Stieltjes con un eenno alle
funzioni caratteristich-e delle leggi di probabilité, e infine la trasformata
multipla di Laplace.

Luigi Amerio

Legendre Polynomials. British. Association for the Advancement of
Scknce, Mathematica! Tables, Part-Volume A. Frepared by the
Committee for the Calculation of Mathematical Tabks. Cambridge-^
TTniveirsity Press, 1946. 8s., 6d.

Tavole dei polinomi di Legendre

' » ( » - D ^ . n f H - l ) ( n - 2 ) ( n - 2 ) «-«
--2(2Ï=T)X "+" 2.4^(2^ ^ l ) ( 3 n - 3) X+..

eakolati con 7-8 cifre significative o deeïmali per 2f=^!=rl2J 05* 'S&'
col pass'o di 0̂ 01̂  e per 2 ^ w < 6 ; 6 — ̂  — 11, ooi passo di 0,1. Vengona
forniti i valori delle diferense centrali seconde e quarte, quando queste ui--
time oceorrano.

E. Aparo

FLETCHER A., MILLER J. C. P., EOSENHEAD L. « An Index of Maihe-

matical Tables ». Sci'entific Computing Service Ldm., London
(1946), pag. VIII-450, 75s.

La sviluppOj sempre più vasto, deH'Analisi e del «Calcolo Numerico nel*
Ie loro applicazioni alle scienze e alla tecnica rendono neceseario un usa
più freqixente di moite funzioni che e-enza essere <( elementari » nel senso»
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"ben noto della parola, lo divengono in pratiea tanbo più, quant o più detta-
^Kate sono Ie tabelle numeriche che di esse si eostrulseom).

L'« Indice di Tavole Matematiche » di cui ei oeeupiamo costituLsce una
jguida comoida e sicura per la loro conoscenza e la loro düiusrone, indieando :

1) il numero délie eifre significative o -decimali eon cui una eerta fun-
:zione è stata calcolata;

2) gli intervalli entro cui variano gli argomenti e le différence t ra i
"val'ori di entrata nelle tavole (passo);

3) l'eventuale aggiu-nta- di tabelle ausili'arie ayenti lo scopo. di facilitare
Tin-terpolazioine (difïerenze successive, par t i proporzionali, e cc ) ;

4a) i nomi degli autori e l'anno di pubblicaaione delle tavole;
4b) Ie riviste o i libri su cui queste sono oo-mparse.

• Le informa'zioni su indicafce, eccettuate quelle relative a 4b)? occupano,
p e r ogni tavolaj generalmente una sola riga : troviamo, per esempio, in un
paragrafo dedicato alle funzioni di Bessel J n (x) e J 1 (x), Ie noitazioni :

10 dec. O'(.OOl) 16 ( 01) 25 h2 B.A. 6 1937 (2);

"ciô significa che di tali funizioni esiste una tavola a 10 deeimali, eol passo
di OjOOl per x compreso t ra 0 e 16 e di 0,01 per x compreso f r a 16 e 25,
•contenente Ie drfferenze seconde eosidette centrali. P e r quanito si rifer;»see
alle rimanenti indicazioni bibliograficlie, basta eer care nella par te I I deir« In -
•d'ice » sotto la voce B.A., trovando' cos! che la tavola è stata pubblicata nel
TOL 6, 1^37 delle Tavole Matematiche della « British Association »? a pag. 2.

Brevi introdu-zioni, che precedono i vari paragrafi, ciascuno dedicato a
u n a sitessâ funzione o* a un gruppo di funzioni streittamente collegate f r a lo-
ro, danno per lo più ragguagli itntorno agli errori contenuti in alcune ta-
^ole? alle diversità delle notazioni impiegate dai vari autori, e alla convenien-
m di usare eerte tavole piuttosbo che altre, È bene anzi no«tare a taie propo-
sito il criterio costantemente seguito di porre al primo posto, in uno stesso
paragrafen, Ie tavole più accurate e calcolate eon un maggior numero di cifre
significative o deeimali.

E Enz o Aparo

The Airy Intégral. British Association for the Advaneement of
Science, Mathematical Tables, Part-Volume B. Prepared by J. C.
P. Miller. Cambridge, University Press, 1946. lOs.

Si pone:
oo

Ai(x) =- /cos f- P -4- œt)dt
i l3 ;

Bi(x) =^f \exp(— i £3 -+-xt\ -f- sinf| ^ _,_XQ | di

Sette tavole numeriche, in cui è suddiviso il volume di cui ei occupiamo,
"forniseono :

1) Ai(x), Aif(x), per — 20 < cc ̂ 2 , Con 8 dec, passo 0,01;
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2) Logl04«(#); \ \ per 0<a;<25, 8 den; 7 dec; passo 0,1;
JitypGj

per 2 5 < œ < 7 5 , 8 dec; 7 dee; passo 1.

ö) Zeri e estremi relativi di ^(ac) e JU'(x); 8 dec..;. 50 valori.

4) Bi(x) e « derïvate rid"otte » (sino alPS°)
per — 10 < os < 2,5, 8-10 -dec; passo 0,1.

5) Zeri e estremi relativi di Bi(x) e i?i'{#); 8 dec, 20 valori.

•6) Log3O-B*(a?); __iJ"per 0 ^ # < 1 0 , 8 dec; 7 dec,, passo 0,1.

7) Fïinzioni ausiliarie, di cui per brevità non riportkmo Ie definizionu

L'interpolazione è facilitata dalPaggiunta delle -difierenze seconde oentrali,.
«modificate» (v. Comrie, Interpolation and Allied Tables, 1936, London),
quando l'uso di esse è lecito.

EnBo Aparo?

F . TRICOMI. Funzioni analitiche, « Monografie di Matematiea appli-
eata per cura del Consiglio Nazi on aie delle Ricerche », Zani-
•chelli, Bologna, I I edizione, 1946, pp. V H I + 134.

La nu-ova edizionei differisee peri poebissime aggjiunte dalla prima
(questo Bollet'tino, Ser. I, Vol. XVI, 'l938, pag. 127). L'A., corne scrive-
egîi stessOj si è preoecupato di nt>n snaturare, con nuove aggiunte, il carat-
tere di quest' opera clie ha raccolti icosi larghi consensi.

Mario Villa

'GALILEI. Dialogo dei massimi sistemi. II-III giornatia, p. 499^
'Sandron, Roma, 1946.

Questo volume è- il primo di una « Collana di Classici delle seienze fisi-
ehe matematiche e naturali » diretta da G. €astelnuovo ed F. Enriques.

•Corne dieon'o ii due Direttori, è importante per Pavvenire della cultura —
e non solo italiana — che i giovani siano invitati alla lettnra delle- pagine
eterne che i fondatori della seienza ei hanno traman dato e alla meditazione
delle loro grandi opère.

Che là collezione s?ini;zâi e on uno dei Dialoghi dell'astro maggiore del pen-
sier-o- &e:entifico italiano è ben naturale : l'altro Dialogo formera il seconda
volume della prima serie, in cui compariranno an che Ie Disquisitiones gene-
rales circa superficies curvas di Gauss e gli seritti più import anti di Avo-
gadro e di Cannizzaro

Nel Dialogo dei massimi sistemi sono brevissimamente rrassunte la prima
e l'ultima giornata; "mentre sono pubblicate (quasi per ïntero) la seoonda e
la terza cui è principalmente amdata la gloria di Q-alileo come fondatore
della Dinamiea.

Cio. ehe dà particolarmente valore a questa ristampa del Dialogo è la
Prefazione, in cui F. Enriques chiarisce e précisa la posi'zione filosofica di
Galileo e il valore del suo sforzo per la comprensione del mon do : PEnriques
nxostra, in pagine brillariti che restano una delle sue ultime fauche, ehe dal-



1'esigen.za cli pro vare la validità del sist erna copernicano scaturiscono sia Ie
leggi della dinamiea sï«a il prineipio d'inerzia e quello di relatività; ed osser-
va ehe Newton, cui è stato dato di sintetizzare in una 'teoria conclusiva le;

acquisizioni dei suoi predeeessori, si è trovato, per cio che concerne il eiste--
ma geoeentrieo, cli front-e ad una question* già giudicata: Galileo invece è
nel eentro della battaglia.

I sobrii dati biografïci e le brevi note aggiungono pregio al volume che
anclie dal punto di vista dell'estetiea tipografïea nulla lascia a desiderare..

A. DTJSCHEK, A. HOCHRAINER. Grundzüge der Tensorrechmmg in
analytischer Darstellung. 1° Teil: Censor algebra. (Esposizione-
analitica dei fondamenti del ealcolo tensoriale. Parte I : Algebra
tensoriale). Edit. Springer; Wien, 1946, p. 129.

È questo il primo volnm-etto cli un'opera in tre parti sul ealcolo tenso-
riale: esst» riguarcla 1'algebra tensoriale; gli altri due saranno dedicati al-
Panalisi tensoriale -e alle sue applica'zioni alla nsiea. Le conöiderazioni degli
AA. sul valore relativo del ealcolo vettoriale e del ealcolo teiisoriale, e sulla
molto maggiore capaeità di questo. ei trovano pienaniente concordi: anche
se del ealcolo tensoriale si limita Puso, corne qui vien fatto, allo spazio eu-
clideo a ftre dimeneioni. II contenuto v'olutamente elementare di questo li-
bretto? destinato ai tecnici e nato dalla collaboraiz.ione coa es=i? non toglie-
nulla al suo interesse.

M. PICONE. Teoria Moderna dell'Int eg-r azione dette Funzioni. (pp-
1-267). Lezioni d'Analisi tenute nell'anno accademico 1945-46,.
raccolte dal Dott, F . Mammana. Scuola Normale Superiore di*
Pisa. Quaderni Matematici, 1. (^Libreria Groliardica, Pisa, Lire
360 a totale beneficio della Se. Normale Superiore).

T. J. STIELTJES (1), nel 1894, in una sua célèbre memaria suiie frazioni
continue, per esprimere i limiti cl elle ri dott e di ordine pari e -di quelle di
ordine dispari della frazione, generalizzàva Fiiitëgrale, di (MENGOLI-CAUCHY)
RiEMANN", con Fintroduzione ^ i un nuovo integrale, ehiamato sueeessiva-
mente integrale di RIEMANN-STIELTJES.

STIELTJES osserva che il suo integrale poteva servire per la détermina-
zione dell'espressione del moment o di una distribuzione refctilinea e dis -̂on-
tinua di masse rispetto ad un polo {z\ e successivamente Pintegrale di
STIELTJES riceveva svariate applicazioni in vari eampi delFAnalisi (espres--
sione di aree e di volumi di figure piane e solide-, del lavoro di una forza
lungo la traiettoria descritta -dal suo puntt) di applicazione) e délie Màte-
matiehe applicate (3), ed il RIESZ ne faceva una n-otevole applicaizione nella

(*) T. J". STIELTJES : Recherches sur les fractions continues, (1894), Oeu-
vres, H , 402-566.

(2) T. J , STIELTJES : op. cit.. p. 471.

(3) Cfr. qd es. Gr. SANS ON E : Sviluppi iu serie di fwn&ioni ortogonaU
(2a ed.ne, Boïogna, 1945), pp. 430-432.



determinazkme della rappresentazione analitica dei funzionali' lineari (*).
Il volume del prof. M. P i o o ^ che riproduce un corso semestrale di

lezioni tenute dal chiarissimo Autore nella primavera del 1946 al Semina-
rio Matematico della Scuola Normale Superiore di Pisa, mostra preven-
tivamente al lettere come lo studio dei problemi della filosofia neurale,
nei quali entrino in giuoeo fenomeni impulsivi, porti allo studio dei limiti
di certe somme i quali si rappresentano appunto con integrali di RIEMANN-

' STIELTJES.

Il €ap. I è d-edicato allo studio delle 'funzioni additive di un*o spazio
-enclideo S r , a quelle a variazione finita, funzioni determinant-i, alla loro
•decompO'Sizione ean'onica secondo JORDAN^ e all'analisi dei loro punti .di
'discontinuité (in numero finit o, o un^infinità numerabile).

Qui, e in tutti i «Capitoli suecessivi, FA. ricorre sistematicamente al
suo preferito- procedimerïto di limite rispetto ad una o più variabili ordi-
*nate? anche in un ordinamento transfinito (5)? ehe gli consente una nofce-
vole agilità in tutta la sua trattazione.

Nel Cap. II il lettore è eondotto alla definizione -di minimo, di massimo,
f e di integrale di RIEM ANK-STIELTJES.

ff(P)dx(P)
ï

di una funzione f(P) del ptmto P di un insieme I} reale e limitata, ri-
spetto alla funzione déterminante a(P), e in modo partieolarmente sem-
plice vien data la dimostrazione che Ie funzroni uniformemente continue
in un insieme chiuso e limitato sono integrabili? proposizione questa che
rappresenta un punto essenziale della trattazione del • Nostro,. perché in

-essa è il collegamento tra Fintegrale di RIEMANN-STIELTJES e quello di L E -
BESQUE-STIELTJES (cfr. p . 40). * . F •

II rieordato pro^cedimento di passaggio al limite, e l'integrazione delle
funzioni continue in un insieme chiuso sono i due pilastri per definire nel
Cap. I I I . Fassoluta integrabilità di una funzione / (P) arbitraria in un
insieme rispetto ad una funzione déterminante, e provare cosi che ogni
intieme limitato ha misura finita (cfr. p . 61), e che ogni funzione limi-

"-tata, definita in un insieme di misura finita è ivi sommabile (cfr. p. 63).
N-el Cap. I V si mostra rapidamente come la consueta trattazione della

teoria della misura degli insiemi secondo LEBESGUE (6) possa trasportarsi
senz'altro alla misura degli insiemi rispetto ad una qualsiasi funzione dé-
terminante; nel Cap. V è considerata la convergenza puntuale, e in mi-
sura, delle funzioni quasi continue secondo TONELLI tfmisurabili seeondo

/LEBESGUE) e sono dati al lettore il teorema di SEVERINI-EGOROÏTB" sulle suc-
cessioni di funzioni quasi continue çonvergenti, ,e il cosï detto teorema di

(4) Cfr. E . R I E S Z : Démonstration nouvelle d'un théorème concernant les
opérations fonctionelles linéaires ; Ann. Se. Éc. ï^orm. Sup., (2) 31 (1914), 9-14.

(5) Cfr. M. PICONE : Lezioni di Analisi Infinitésimale, Vol. I (Catania,
1923), 1-30.

(6) Cfr. ad es. C H . J. DE LA V A L L É E POUSIN : Intégrales de Lebesgue,

..Fonctions d'ensemble, Classes de Baire (Paris, 1916).
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CACJCHY che esprirne la condizione neeessaria e sufficiente per la convergenza
In misura.

Nel Cap. VI si pro va Pintegrabilità delle funzioni quasi continue e
limitate in insiemi limitati, e sono esposte molto dettagliatamente Ie ordi-
narie proprietà additività distributività, assoîuta continuité, delle funzioni
<[uasi continue e sommabili' in un insieme Limitato o no.

Altro Capitolo importante per lo studioso è il VII, nel quale vengono
.stabiliti i teoremi *ii B. LEVI, G. VITALI, H. LEBESGUE di passaggio al
limite sotto il segno integrale, ed altri aneora; sono esposti in modo par-
tieolarmente semplice due teoremi -di ICÂRATHÉODORY i quali forniscono
'•delle relazioni tra i limiti degli intègrali di una successione di funzmni
-sommabili e gli intègrali del minimo* e del massimo limite délia sueees-
sione stessa, ed è data un'esauriente deserizione delle proprie ta dello spa-
:zio Hilbertiano, rispetto al più generale riferimento, idonea a fornire^ a
•chi debba dedicarsi all'Analisi funzionale, un espressivo» modello di spazio
.metrico completo. Assai interessante il teoreana finale del Cap. t(p. 210)
.sulla condizione necessaria e sufficiente per la completezza di una suc-
. cession e di funzioni quasi continue e di quadrato sommabile rispetto ad
una funzione déterminante positiva, prescindetndo daU'ipotesî contenuta
in tutti i criteri finora noti, che la successione sia ortogonale e normale.

Il Cap. VIII tratta diffusamente delle formule di riduzdone degli in-
4egrsli: vengono stabiliti per gli intègrali di LEBESGTJE-STIELTJES i teoremi
che si connettono al teorema di FUBINI e a quello di TONELU délia ridu-
^ione di un integrale doppio a uno doppio iterato, e si applâcano i resul-,
tati per dimostrare la complétera di particolari sistemi ortogonali. Nel
Cap. IX infine sono definite le funzioni detenninanti di punto corne le
funaioni di un S,, a variazione finita, e vien ricondotta l'integrazione ri-
-spetto ad una funzione déterminante di punto a quella rispetto ad una
.funzione déterminante di intervallo.

Chiude il Cap. lo studio delle funzioni di punto a variazione finita
seconda VITALI, e la loro rappresentazione canonica.

Questa la trama del «orso j il nostrq eminente analista nel redigerlo
.si è prefisso di condurre il lèttore organicamentej in modo unitari'o, e per
,1a via diretta, al possesso dei concetti e delle proprietà più espressive ine-
renti all'integrazione, ed è 'Completamente riuscito nel suo seopo. Il vo-
lume avrà .certamente successo, e la prossima edizione a stampa ne faci-
litera in Italia e alFEstero la meritata diffusione.

Giovanni Sansone

XjrXOVANNi SANSONE-. Lezioni sulla teoria delle funzioni di una varia-
lue complessa. Vol. I (359 pag.) e vol. I I (564 pag.). (Padova,
Oedam, Casa Editrice Dott. A. Milani, 1947).

Con quest'opera il Prof. Giovanni Sansone, confermando aneora una vol-
rta le sue eccezionali doti di insigne tratitatista, ha, dstto alla letteratura ma-
tematica italiana un nuovo preziosissimo dono. La varietà e vastità degli ar-
.gomenti trattati, la ehiarezza dell'esposizionie^ la riecheizza di esempi e di
"applicaziani impong'ono- queste « ILezioni » all'attenizione degli studiosi ai
•quali è, forse per la prima volta, offerta la comodità di trovare raccolta in
.un unico libro una eosï ampia collezione di teorie maitematiclie. Ma il lettore
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puo sp ingère il suo sguardo ben oltre i limiti, già pur eosî vasti, delPoperav
qualora tenga canto délie accurati&sime citazioni storiehe e bibliographe dx
cui essa è corredata.

fPasseremo ora brevemente in rassegna il confcenuto dei due volumi, «cia-
scuno dei quali -eonsta di sei capitoli.

Nel Cap. I sono esposte le definizioni e le prime propriété relative aile-
îunzioni olomorfe (nell'indirizza di Cauchy-Kiemann), la teoria délie serie dî;

potejize (con i teoremi di Abel e di Tauber) ed infine uno studio délie fun-
zioni eleinentari.

Nel Cap. II, posto il ooncetto di integrale curvilineo di una funzione-
complessa, in particolare olomorfa, viene stabilito il teorema intégrale di
Cau-chy i(ancbe nelle condizioni più âmpie di Goursat) e se ne sviluppano-
le eonseguenze (funzione primitiva, formula integrale di Canehy, teorema di
Morera, sviluppo di «Cauehy-Taylor, teorema di Caucliy-Lioiiville, svdluppo
•di Laurent, ece.). Di particolare interesse sono aleunî complementi, eontenuti
nei nn. 18, 19, riguardanti un'estensione del teorema di -Càuchy-Liouville,.
ottenuta- con la considerazione délia funâone A(r) = ma% IS[/(^)], \z —
— a\ =r, e l'espressione di una funzione olomorfa mediante la sua parte'
reale. A cio segue 1'esposiz.itone délia teoria délie funzioni analiticbe seoo-n-
•do Weierstrass con i vari concetti e proprietà che ne derivano (campo di:

esisitecKa di una fun'zrone analitica, condizioni di monodromia, punti singola-
ri, spazi laeunari, serie di funzioni analiticbe, eec). Vogliamo in particolare-
notare i nn. 26-27 sulla question e dell'esistenza di punti singolari sulla eir-
coaiferenza di convergenza di una serie di poten&e, ool teorema di Vivanti-
Pringsheim; il n. 30 ove si parla délie serie di Lambert; i nn, 31,32 in cui"
si arriva ad Un teorema di Yitali relative alla conver^enza uniforme di una
serie di funzioni analiticbe.

Il Cap. III è e^senzi aiment e ^edicato allo studi'a délie sin volant à isolât e-
délie fumzioni analitiche. Dopo- la classfieazione di tali singularité, vi è un
primo studio sul comportamento di una funzione analitiea nell'intorno di un*
punto singolare essenziale isolato (teoremi di iCasorati e Weierstrass); il clas-
sico teorema di Picard viene qui s oitan to enunciato .«(la dimostrazione sarà poi
data al Cap. V e si ritornerà sull'argomento al Cap. X). Viene suecessiva-
mente svolta la teoria dei resïdui inteigrali, delPindica.tore logaritmico, del-
Finversione di una funzione analitiea nell'interno di un punto regolare, ece.
Molt o interessant i sono i teoremi di Ronché, di Hurwitz, di Mac Donald, di.
Jensen esposti ai nn, 12, 13, 14, 15 e relativi alFesistenza ed aile proprietà
degli .zeri di una funzione analitiea. Il Cap. termina eon una notevole rac-
eolta di esempi di caleolo di integrali per mezzo di residui; ci piace segna-
îare il primo di essi (dovuto a Stieltjes) ehe mette in evidenxa la non chiu--
sura del sistema 1, #, oc2,.... in un intervallo infinito.

Il Cap. IX tratta anzitutto del problemà délia fattoriazazione délie tra-
scendenti intere; sono esposte le classiche ricerche-di Weierstrass, dalle quali
dériva il coneetto di rang*o di una funzione intera. La teoria è illustraita con
esempi er al n, 5, oon un esteso studio délia funzione euleriana V{z). Suc-
cessi vamen te vengono considerate le funizioni uniformi eon un numero fînito
di eingolarità, le funzioni meromorfej e si arriva al metodo di Cauchy per-
lo sviluppo in serie di una funzione uniforme -con una data suceessione di
ptinti singiûlari isolati ; notevoli le applicazioni f atte ai nn. 9, 10. L'ultima
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parte del Cap. è dedicata al teorema di Mittag-Leffler ed ai suoi rapporti
con la fattorizzazione di Weierstrass.

Di grande interesse è il (Cap. V contenente un approfondito studdo dellé
trascendenti int ere. Qui è assai difficile riferire in breve sulle numero se que-
stioni trattate (trascendeati in ter e di ordine fini ta, esponente di convergenza,
rango e genere di una funzione int era, limitazioni e proprietà relative ai
predetti caratteri di una trascen dente intera, e cc). Ci limiteremo a dix*e che
la trattazione culmina con i classici teoremi di Schottky (n. 16), di Landau
(n. 17) ed infine e on il primo ed il secondo teorema di Picard (nn. 18, 19),
ricollegandosi eosï ad un argomento già iniziato nel Cap. III,

Degn'o di nota è il Cap. VI ove sono studiati alcuni tipi di serie e sono
esposte al enne nozioni fondamental^ di grande utilità nelle applicazioni.
Dopo una premessa sui numeri e sui poliiromi di Bernottilli, sono ricavate Ie
serie di Eulero-Mae Laurin, di Lagrangia (della quale si mostra un'applica-
zione all'equazione di Keplero) e di Teixeira, conseguendo cosî larghe esten-
sioni dei classici sviluppi di Cauehy-Taylor e di Laurent, Dopo •cio, pren-
den do la .spuoto dalla serie di Stirliug relativa alla funzione log F (z), vie-
ne syolta la teoria delle serie asinotxche di -Stieltjes e Poincaré ed, al n. 10?
si espone il eosidefcto metodo del colle per rieavare formule asintoticlie. Ul-
timo argomento del iCap. e la teoria della sommabilità delle serie divergentie
secondo Boxtel.

Il seoondo volume si inizia col Cap. VII dedicato allo studio di alcune

f(s)~ 2 -~, stabilendfo Ie loro proprietà in relaizione al semipiano di eon-
vergenza e dando, teoremi vari che permetto.no di esprimere i coefficienti an
mediante la f{s)i assieme a numerose altre interessanti formule. Come caso
partic-olare (an = 1) delle predette serie si ottiene la funzione Ç(s). di Rie-
mann che viene aceuratamente studiata attraverso le sue rappresentazioni
initegrali. -'Segnie ÜPesposizione delle principali proprietà della fuüzione
Ïpergeometria di. Oauss.

Il Cap. VIII tra t ta della rap présentation e conforme delle aree piane
semplicemente connesse, iniziandosi con Pesposizione delle nozioni funda-
ment ali relative a tali rappresentazioni, subito illustrate eon molt e esempi.
Segue la teoria delle trasforcna'zioni lrneari di Möbius e, dopo un breve een-
na sulle funsioni semplici, viene dimostrato il teorema di Riemann sulla
rappresentabilità conforme di una regione semplicemente connessa interna
a un circuits regolare sull'interno di un cerchio,, con riferimento ai risultati
piu generali di Carathéodory ed-altri. Il Cap. si ehiude con due §§ sulle
rieerche di Schwarz circa la questione di rappresentare conformemente un
poligono su un sennipiano- o su un cercMo, e sui problemi di inversione che
a taie questione si colleganü.

Nel Cap.-IX è esposta la teoria delle funzionj arm-oniche, sopratutto in
due variabili. Premesse le proprietà fondament ali di tali funzioni, Ie for-
mule di Green e loro consequente, si pane il problema interno di Dirichlet,
mostrando f ra Taltro la sua equivalemza ad un prioblema variazionale, e lo
sirisolve nel caso del cerehio. Noteyolé il n. 20 con la formula di Poisson-
Jensen relativa alle funzioni analitiehe con un numero finito di poli all'in-
terno di un cerehio. Sono successivamente trafctati numerosi altri arg^menti :
potenziale logaritmko di superficie e di sempïice o doppio strato, metodo di
Neumann per la risoluzione del problema di Dirichlet, teorema di Harnack,



problema di Diriehlet generalixzato (con discontinuité di l a specie sul con-
torno), metodo alternato di Schwarz. Si riprende il problema della rappre-
sentazione conforme di un'area piana semplicemente eonnessa su un cerchio'
(•efr. Cap. VIII) per esaminare la corrispondenza fra le frontière dei campi.
'Termina il Cap. la trattazione del problema di Dini-Neumann e lo studio
delle funzioni armoniche in campi illimitati.

Degno di partioolare attenzione è iï 'Cap. X ehe contiene nel § 1 una
dettagliata esposizione della metrica iperbolica in due dimensioni. Noteremo,
fra l'altro, lo studio delle geodetiche, delle aree non euclidee^ dei movimen-
ti di l a e 2a specie, dei tri&ngoli geodetici e la non dimostrabilità del po-
stulato delle1 parallèle. Il § 2 tratta del gruppo modulare e delle sue pro-
prieta. La rappresentazione geometriea <di taie gruppo consente di fare,
nel succe-ssivo § 3, una brillante applic&zione ad una questione di teoria dei
numeri (analisi indeterminata di 2° grado), dopo aver premesso alcune no-
zioni sulle forme binarie quadratiche. Nei tre ultimi §§ si considéra la rap-
presentazione conforme dei .pt>ligoni a lati circolari su un semipiano (fon-
dandosi sul concetto di derivata schwarziana), si sviluppa la teoria delle-
funzioni triangolari e del relativo problema di inversione (mettendo in evi-
denza il legame di tali funzitmi con Ie funzioni ipergeometriche) e infine
si espone la dimostrazione originale del primo teorema di Picard per mezzo
dell'invariante modulare.

Il successivo Cap. XI è il più ampio delFopëra e contiene la teoria degli
intégral! e delle funzioni ellittiche. Esso si iniaia con una pregevole ed ori-
ginale introduzione storica (•§ 1) che ptme in piena luce Ie origini della teoria
ed i suoi successivi sviluppi. Nei §§ 2, 4, 6, 7 sono studiate Ie funzi'oni <s(il),
Xtiu), y{u) di Weierstrass [in special modo la y(u)] che, eome è noto, riesco-
no utili nell'esprimere le propriété generali delle funzioni ellittiche, proprie-
tà ehe trovansi esposte nei §§ 3,5. Sono inoltre mostrate le applicazioni del-
la -y(u) alla rappresentazione parametrica delle eubiche ellittiche, Da notare
nel § 4 la formula di bise'zione della t^(u)> dovuta all'Autore. Nel § 8 si stu-
dia Fintegrale ellittico di l a specie nella forma di Weierstrass. Le funzioni
ellittiche di Jacobi e.gli intégral! ellittici di Legendre costituiscono argomen-
to del Ç 9, eon una ricca raeeolta di proprietà e di formule. Sono ancora -con-
siderate Ie funzioni modulari (§ 10) e Ie serie theta di Jacobi (§ 11).

L'ultimo Cap. è dedicato allo stadio delle funsioni fuchsiane (che com-
prendono Ie funzioni modulari) e alla loro rappresentazLone analiiica ee-
condo Poincaré. Prendendo Ie mosse da questi'oni già considerate nel Cap. X,
si pone il -collegamento fra Ie funzioni fuehsiane ed il problema della rap-
presentazione conforme, sul semipiano, di un poligono geodetico della me-
trica non eiiclidea, arrLvando a txovare una classe di gruppi fuehsiani dei
quaii si studiano i sottogruppi di indice finito e Ie eorrispondenti funzioni
fuchsiane. Si perviene" cosi al teorema di Poincaré sul legame algebrico ehe,
in -certe condizioni, intercède fra due tali funzioni, Si consegue poi la rap-
presentazione analitiea delle funzioni medesime per mezzo delle serie theta
•di Poincaré e si arriva al collegamento della teoria eon quella delle equa-
zioni diöeren'ziali lin-eari e coemcienti algebrici/

Questo è il eontenuto dell'opera; è evidente che un tal libro non puö
mancare nella bib]ioteca di un cul tor e della nos tra Scienza.

Per le.diffieoltà del m«omento attuale, i due volnmi sono apparsi in veste
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litografica. Non riinane ehe formulare l'augurio di veder presto una nuova
edizione a stampa, il che contribuirà a far conoseere ed apprezzare questa
nuova fatiea del Prof. Sansone, anehe fuori del nostno Paese.

Aldo Ghizzetti

M. PicoNE. Fondamenti di analisi 'funzionale lineare, Carso tenuto
neiristituto di Alta Matematica (Anno accademieo 1941-42).
Ed. lit. délia Libreria délia TJniversità di Rama,, 1943.
Questo nuovo volume di M. Picone riuscirà indubbiamente utile a tutti

col-oro che desiderano iniziarsi allo studio di quella moderna e cosï féconda
branca délia matematica che è l'analisi funzionale lineare. Esso ci dà invero,
in una forma per quanto è possibile semplice, un'esposizrïorie sistematica di
taie teoria e la sua lettura mm richiede altre cognizioni che quelle dei primi
rudimenti délia teoria -délie funzioni di variabili reali. Esso per altro riuseirà
assai gradito anche agli specialisti di analisi funzionale giacchè riunisce una
messe di risultati moderni e assai interessant i dei quali sarebbe molto ma-
Iagevole e faticoso prender visione attraverso la lettura délie memorie ori-
ginali. Per quest'o aspetto l'opéra di Picone puo riavvicinarsi a quella ben
nota del Banach (Théorie des opérations linéaires) nei confronti délia quale
pero ha il pregro di un'esposîaione più précisa ed accurata e di una mag-
giore generalità, che si esplica soprattutto nella considerazione di spazi li-
neari in un corpo algebrieo qualsiasi anzichè nel solo corpo reale. Molt a
cura ha messo poi l'A. nello stabilire i punti di contatto eon l'analisi mate-
matiea classica, nel mostrare la rieehezz.a délie possibili applicaizioni^ nel-
Findicare le questioni ancora aperte^alle Indagini degli studiosi.

Per tutte queste sue qualità sarebbe desiderabile che questo volume po-
tesse avere una maggiore diffusione attraverso- un'edizione a stampa.

Il volume è, diviso in due parti, Nella prima, parte, di carattere intro-
duttivo, FA. svolge. la teoria dell'integrale di StieltjeSj secondo un nuovo
îjadirîzzo da lui esposto in alcune recenti memorie. Le funzioni additive d'in-
sieme, l'intégrale di Riemann Stieltjes, l'intégrale di Lebesgue Stieltjes, le
funz.ioni di punto a variazione limitataj la convergenza in misura e in me-
dia fermano l'oggetto dei cinque capi.toli di questa parte.

Ancora di carattere introduttivo è il Cap; I délia seconda parte dedi-
cato ai numeri transfiniti e all'analisi délie conseguenze del postulato dï
Zermelo.

Nei capitoli seguenti vengono suceessivamente introdotti vari tipï di
spazi astratti. In primo lû ogo ('Cap. II, III e IV) gli spazi metricij per
i quali viene svolta ampiamente la relativa teoria degli insiemi. In seconde
luogo (Cap. Y) gli spazi additivi propri (anche non nietrici) che sono
quelli nei quali è définit a un'operazione di somma di due element! e gli
spazi lineari ('Cap. VI) nei quali oltre allrfoperazione di somma è definita
quella di prodotfco di un elemento per un numero di un dato corpo nume-
rieo. Infine gli spazi lineari propri e gli spa&i lineari hormali, che sono
spazi a un tempo lineari e metriei.

Nel Cap. IX veng'ono dati svariati esempi di funzioni lineari dei punti
di uno spa:zio lineare normale, nozione questa già intro dotta per quanto ri-
guarda i suoi fondamenti nel eapitolo précédente. Noteyoli in questi capi-
toli le appKca'zioni allo studio délie equazioni differenziali lineari, ehe si.
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coneludo-no con la eonsiderazione delLe cosiddette « f unzioni di Green inte-
grali » Ie quali permettono di rappresentare mediante integrali di Stieltjes,
del nuovo tipo introd'otto dal Picone, Ie soluzioni dei problemi al contorno
relativi alle equazioni a derivate parziali della fisica' matematica. La eostru-
izione effettiva di tali formule risolutive costituisee un nuovo campo di
suggestive ricerche.

Gli ultimi du-e eapitoli della Parte II (X e XI) süno dedicati allo 'studio
delle funzioni lineari, dei punti di uno spazio lineare normale, concepite
eome punti di un nuovo spazio astratto e delle equazioni funzionali lineari,
in particolare delle equazwmi del tipo Riesz. È qui che la eonsiderazione
degli spazi lineari in un eorpo numerioo qualsiasi eon-sente al Pico ne una
assai. maggiore généralité di risultati- in particolare nellé equazioni dipen-
denti da un parametro gli è possibile cons i-der are per tale parametro valori
anche complessi^ cio che finora non era aneora stato fatto. Un ulteriore pro-
greaso è stafco poi compiuto dal Picone iniziândo lo studio delle equazioni li-
neari; in cui figura eome parametro un punt o di un generieo spazio astratto,
E anche questo è nuovo campo di rieerche che meriterebbe di essere ap-
profondito.

Carlo Miranda

Libri riceYuti.

M. ViLiiA — Zrezioni ai Geometria. Vol. I - Geometria analiti.ea con elementi
di proiettiva. U.P.E.B., Bologna, 1947.

M. PIOONE e C. MIRANDA — Ëser-eizi di Analisi matematiea. Tumminelli,
Roma, 1945.


