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P . CATTANEO

Oeneralizzazione délia successione di Fibouacci.

Nota di PAOLO CATTAISTEO (a Padova).

Santo. - Si studiano le successioni congrue con quelle dei numeri interi e
tali che ogni elèmento è la somma dei due precedenti

1. Consideriamo la successione

(1) . . . , C—4 , C—3 , C—2 , G—j 3 CQ J C1} C 2 J CZ) C 4 , C- J CQ J C7 J . . .

ne l la quale ogni elèmento è la somma dei due precedenti , nelle
qual i cioè, qua lunque sia l ' indice fo, vale la relazione

2. Si ha la successione di Fibonacci (]) quando c 2 = 1, c2 = 2 e
si considerano soltanto gli elementi con indice positiyo.

Noi perö chiameremo, più semplicemente, di FIBONACCI Tintera
successione (1) (col legame (2) e quando cx = 1, c2 = 2).

G-li elementi di taie successione inrece, che con ch, li indiche-
remo con fh ; essa è

..., 13, « 8, 5, - 3,2, — 1,1,0, f0 = 1,1, % 3, 5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144,....

È noto (2) che, se r <c 1, vale la formula

E <r

(3) / ; = = .

inpltre, col metodo d'induzione compléta, si dimostra ovviamente che

(3') /_ r = ( - i ) - . / ;_ 8

e che

(4) Fr=2if< = fr+S-2, (4') kf-,^-iy.fr-.

(1) La presente J^ota, oltre ad esporre molti risultati nuovi, serve di
Eettifica dell'altra « Sui numeri di FIBONACCI » (aprile giugno 1943 del
JBollettino dell'U.M.1.)

(2) v. a pag. 96 la parte I I . del vol. 1°. dell'Enciclopedia di Matematiche
Elementari (Hoepli, 1932).
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3, Nelle succession! più generali eonsiderate nel N°. 1, qualun-
que sia h, vale la formula (3)

(ö) cA — /h_3 c, -»- / ^ , c2,

ch'è pure dimostrabile facilmente.
Dalla (5) si ha poi

(6) 2- c,= (f_t -H ƒ_, H- /0 + Fr-t)..cx + (/_, + /0 H- JPV—»). c2 =

4. Se gli elementi délia (1) sono legati dalla relazione (2) e se
uno d'essi è la misura délia sezione auréa del segmento misurato
dall'elemento successiyOj lo stesso accade per due elementi conse-
cutivi qualsiansi.

Infatti, se fo-t-k — s, quando
q (h) eq. r (k; k — h)} si ha q (k) eq. r (s; s —k ); e viceversa.

Chiameremo aurea una taie successione e porremo al lor a ch = ah.
In tal çaso abbiamo

(7)

Dalle (5) e (3') si ha tosto

(8) a, = l • (2 . /;_, -4- /,._2 +- ƒ„_,• V5) • a,

ed

(8') a_,. = g • (2 . ƒ_<,.„, -t- /L ( r4. t ) • /L(r4.M • VB) • a,

= ( - 1)-+' • g • (2 • fr+1 - f, - U • V6) • o v

5. Bssendo
1 1 ,_

ed s . (V'5 - 1)< 1,

(3) Se la (1) è una progressione aritmetica, geometrica o armonica^
"valgono, rispettivamente, le formule :
cr = (r —l).c2 — ( r -2 ) . c i ; c r = c / - i : c / - 2 ; c r = (c ic 2) : [ (r- l )c 1 — (r —
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si ha, com'erà preredibile.

lim ar = oo e lim a_r = 0.
r = oo r ~oo

Si osservi inoltre che

g 7i V5-l\

V5-t-l

e che

2h

(10) 2 r ! = 2,
sa,. î

6. Qualunque sia la successione (1) con gli elementi positiri e
legati dalla (2), la serie

è convergente.
Infatti. essendo

quindi

si ha

JL _ J _ 1 fl 1 \.

dondè si vede che la serie considerata è convergente, con la somma
compresa fra

Applicando tale risultato alla successione di FIBOI^ACCI, si ottie-
ne per somma 2,3....

Osserviamo infine che, posto

si trova ovviamente,

X —" X X
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7* Dalla (7), indicando con A la parte razionale della potenza

(Vö-f- l)'*"1 e con B* V5 la parte irrazionale, si ha

Confrontando tale forinula con la (8), si ha

2 • f,._3 -+- ƒ,._, -+- /;_, • V 6 = (A -h B • V'5) : 2—» ;
•quindi

Eioordando la (3), si ha tost o di qui

E(r:2) (r _ ^\ E{r:2)

8, Com?è noto, lo sviluppo di 9(\D-Ï~1) in frazione continna

è (1 ; 1, 1, Ij 1,...) e Ie sne ridotte sono

tJh, ftlfl, f$lf%,~>, frlfr-i,»'-

Tale risultato è evidente per le due prime ridotte ed aniinesso
~vero fino alla ridotta erresima, essa lo è anche per la ridotta suc-
cessiva (quindi sempre). Infatti la legge di formazione delle ridotte
e la (2) danno

-±J = _ =

In modo analogo si diniostra che, più in generale, data la fra-
rzione continua (h ; k, 1,1,1,...), con hek numeri naturali qualsiansi,
se consideriamo le due successioni

del tipo definito dal N.° 1, la ridotta erresima è pr;C[,.*
La frazione continua (0; jfc, Ar, 1, 1̂  1? ...) = l:(fe; fc, 1, 1, 1, ...)

lia invece per ridotta erresima qr^Jpr^lt
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9. Le differenze priine degli element! d'una successions dï
FIBONACCI formano esse pure una successione di FIBOÎSTACCI :

..., — 2 1 , 13, — 8, 5 , — 3, 2, - 1, 1, 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8,...
..., 34, — 2 1 , 13, — 8 , 5, - 3 , 2, — 1, 1,0, 1, ï, 2, 3,. . .

e lo stesso pu6 affermarsi délie successioni formate dalle differenze-
di qualsiasi ordine!

I n generale una successione (l) è riprodotta da tutte le succes-
sioni formate con le differenze se i suoi elementi sono legati da
una relazione ch±x = ch -+- ch_+t, con h variabile e t costante.

Infatti, considerando successivamente, dâ sinistra a destra, tutte-
le differenze fra gli elementi délia successione (1), si ha la suc-
cessione ch+t(h= — oo, ..., — 3 , — 2, — 1 , 0, 1, 2, 3,...,'oo),
ossia la (1) stessa.

Nei casi studiati finora si ha t = — 1.
Se t = 0? si ha ch+x =: 2. ck e si hanno ie progressioni geometri-

che di quoziente 2.
Se t — 1, si ha il caso banale di tutti gli elementi milli.
Se t > 1> possono prendersi ad arbitrio i t elementi c^c2i c3,...,c(..

G-li elementi che seguono sono dati dalle relazioni c<t = cl-\-ct_^Y,c3 =•
= c2 f- cf4_2î c4 = cz -+• c^+3,...; gli elementi precedenti sono dati dalle
relazioni c, = c0 -+- ct, CQ—C^-*- ct-x, c^ = c_2 -H C (_2 ,....

Se t è un numero negativo — u, si possono prendere ad arbitrio
gli t* H- 1 elementi c0, cnc2,..., c,(. Qli elementi che precedono c0 sono dati
dalle relazioni cu = cu^x -4- c_1,c t t_ l = cM_s-+-c_8, c t t_8="cw_3H-c_8,...;
quelli che Tengono dopo cn sono dati dalle relazioni c u + 1 = cM -*-


