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46 A. PROCISSI

Sopra una questione di teoria dei numeri di Guglielmo Libri,
ed una lettera inedita di Agostino Cauchy

Nota di AxaroLo Procissi (a Firenze)

Sunto - Si espone un procedimento di G. Libri per la ricerca delle solu-
zioni intere di una particolare equaszione indeterminata, e si riporta il
testo di una lettera inedita di A. Cauchy a G. Libri, nella quale é
indicato un aliro metodo di solnzione.

1. In una memoria di GueLiELMo LiBRI (1802-1869) del 1820 (%)
& ftrattato il problema di risolvere in numeri interi x,2, 1’equa--
zione : A )
1 - =0 X"+ a, " T L+, X+ A,

dove a,, a,, @y, ..., &, sono numeri inters, ed a, > 0.

a) La ricerca delle soluzioni della (1) con 2—=0 si riduce al
problema elementare della determinazione delle soluzioni intere (in
numero non superiore ad n) della equazione a coefficienti interi

2) A" + ) T 4 X O, X+ G, =0

n—
che, come sappiamo dipende da un numero finito di prove. Ci
occuperemo allora soltanto del caso z3=0.

b) Si potra anche supporre z > 0, come & evidente nel caso.
di » pari, mentre per » dispari, posto 4

(3) , r=—12,,2=—3,
Ia (1) diviene:
(4) 2.t = a,"e," — a,2," ! + a2, — L+

n—1 L — Qy,

dove, avendo supposto 2z <0, & ora 2, > 0. Il problema si riduce-
quindi a trovare le soluzioni della (1) con z > 0.

' ¢) Non & restrittivo supporre che, oltre a,, i coefficienti a,,.
“ gy ey By y B, Siano tutti imteri positivi, perche in caso contrario,.
con la trasformazione additiva

) x=A+y

la (1) diventa: ‘

1

n=—

(6) z":ao"y"+[<11©)ao"11 + al}y’”—‘ +[(g)ao"A’ + (\ "

+ o+ [0 A" + 4, A" 4+ @, A" L+ @

)a,A +a,}y”"2+v
lA -+ an];
(!) Memoria || di || GueLieLMo LiBRI || sopra la Teoria dei Numeri. |}

Firenze | per LEONARDO CIARDETTI, e Figlio || « All'insegna della Fenice» ||
MDCCCXX. Opuscolo di pp. 24. E il primo lavoro pubblicato da G. LiBRrI.
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in questa equazione i coefficienti di ¢~ y"—? ..,sono polinomi
in 4, col primo coefficiente positivo, e quindi.si potrd scegliere un
valore di A4 >0, cosi grande che tutti i coefficienti divengano
positivi. ‘ ‘

La trasformazione (3) ad ogni valore positivo di 4 fa corrispon
dere un valore positivo di x; inversamente, ai valori positivi della
« che soddisfano la (1) e sonc maggiori di 4, corrispondono valori
positivi di y, cosiccheé, ove si consideri la (6), occorre anche verifi- -
care se la (1) ha soluzioni in » fra 0 ed A.

-d) Se a, & potenza n™* di un numero intero, la (1} ammette
la soluzione banale x =0, e inversamente. Bastera allora occuparci
delle soluzioni intere x,z, della (1) con a,,a,, @,, ... a,_,, @, interi
positivi, x34=0,2 > 0. Sia dapprima = > 0,2 > 0. Possiamo porre:

(7) Z=ayx + 1, con y>0;

con ¢id la (1) diviene:

(8) l(?)aon—ly . ax} xn—l —+- Ka‘ﬁ) aon—zyQ _ a’z] X"t e

+ I:(”;n_ 1) aoyn—l - a’r;-'—l } €+ [?]“ - a’u] =0.

Indichiamo con y, ed y, rispettivamente il piu piccolo e il piu
grande numero positivo y per il quale i coefficienti del primo-
membro della (8) risultano tutti negativi o tutti positivi. I wvalori
di ¢ per i quali la (7) fornisce una soluzione intera deila (1) sono
compresi tra y, ed y,; la (8), fissato y, ammette per z un numero
finito di soluzioni intere, a meno che esistano valori x di y per i.
quali tutti i coefficienti della (8) si annullano:

n X n\"
@, — @y = a" "t — g, = ... =" — @, = 0}
1 o 1 2 0 2 n

in quest’ultimo caso il secondo membro della (1) ha la forma
(@ + )™

e) Se infine si ricercalto le soluzioni della (1) con £ << 0,2 >0, .
se # & pari il problema si riduce a determinare le soluzioni intere -
positive, x,, #, dell’equazione.

Tan ? —1 n—2
2" =a," %," — a,2," ! = a0 — .

mentre se % & dispari si debbono trovare le soluzioni intere e.
.positive x,,#, dell’equazione.

2= — ay"x,t + 0,2, — a4 L
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e in quest’ultima poiche per x, positivo sufficientemente grande il
secondo membro & negativo, i valori interi positivi leciti per x, sono
in numero finito. Rimane cosi dimostrato il teorema di G. LIBRI:
L’equazione (1) ha un numero finito di soluzioni intere, a meno che

-essa rappresenti lo sviluppo del binomio (a,x + %)*, (con a, ed x interi).

2. La dimostrazione del teor. prec. occupa buona parte (pp. 1-6)
del 1° cap. della memoria di G. LiBrI gia citato. Il giovanissimo
Autore invido Popuscolo in omaggio ad AcosTiNe CaAUCHY (1789-1858)
gia allora famoso per la sua vasta produzione scientifica, e ne ebbe
in risposta la seguente lettera, nella quale vengono-indicati altri
procedimenti per la ricerca delle soluzioni intere delle equazioni
in due variabili, a coefficienti interi. ‘

Eeco il testo della lettera. (%) )

Paris, le 3 Février 1821.

« Monsieur, j’ ai recgu, il y a peu de jours, et j’ai lu, avec beau-
coup d’interét, le mémoire sur la théorie des mombres que vous
m’avez fait ’honneur de m’adresser. J’ai surtout remarqué la
méthode ingenieuse & 1’aide de laquelle vous resolvez en nombres
entiers I’ équation l

2" = a"x" + bt 4+ ...+ px -+ q.

Mais en méme temps il m’a semblé qu'on pouvait substituer
a cette méthode un principe général qui -fournit la solution d’une
classe assez étendue d’équations indeterminées. La confience que
vous avez bien voulu me témoigner fait que je prends la liberté
de développer ici ce principe.

Supposons que, deux variables x et z étant lides par une cer-
taine équation

(1) flx,2)=0

on pervienne & trouver une fonction w de ces variables, qui, eu égard
a la liaison donnée, me puisse jamais acquérir tant que les varia-

(?) L’originale autografo di questa lettera & conservato nella Biblioteca
Moreniana di Firenze (Fondo Palagi- Libri, filza 4381, inserto 76, n. 1)
insieme con altre tre lettere, pure autografe di A. CAUCHY al LIBRI: queste
ultime non offrono perd alcun interesse scientifico. Lia lettera qui ripro-
dotta era finora inedita, poich® Giacomo CanNDIDO (1871-1941) che compi
la prima, e finora unica, esplorazione di ¢id che rimane in Firenze delle
carte del Lierr (G. Canpipo, «Il Fondo Palagi- Libri della Biblioteca
Moreniana di Firenze»), in atti del 2° Congresso dell’Un. Mat. It., Bologna
4.6 aprile 1940, Roma 1941, pp. 841-885, si limitd a segnalare 1’esistenza
-delle 4 lettere di Caucny.
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bles demeurent positives, qu’une valeur numérique inférieure &
da limite ». Si la fonction « est rationnelle et entiere et si en méme
temps les coefficients qu’elle renferme sont des nombres enfiers,
cette fonction devra étre, pour des valeurs entidres et positives
des variables, équivalente (au signe prés)a I'un des nombres entiers
compris entre 0 et v. Si on I’égale successivement & ces différents
nombres, on obtiendra des équations nouvelles qui, combinées 'une
aprés Vautre avec la proposée, détermineront un ou plusieurs sy-
-stémes de valeurs pour les variables x et z. Parmi ces systémes
-ceux qui se composeront de valeurs entiéres et positives, fourniront
toutes les solutions en nombres entiers et positifs de 1’ équation
donnée. Concevons par exemple que de l'équation donnée on tire
pour la valeur de =z, ou de 2% ou de 2% etc...., une fonction en-
tiere de x, & coefficients rationnels plus une série ordonnée suivant
les puissances descendantes et négatives de x. Alors on pourra
prendre pour % un multiple de la différence entre z, ou 2%, ou 25,
-etc. ... et la fonction entiere dont nous venons de parler.

Pour plus de clarté je joins ici Papplication du principe géné-
ral & la résolution de quelques équations particuliéres.
1er Probléme. - Trouver les valeurs entiéres et positives de = et
-de #, propres & vérifier ’équation

42) =t +a+ 1.

.Solution. - Comine on aura ()
x Xt

i bt AyE_ 18 @ b
z._ac( R e e =LA SE A g

{a,b,.., étant des constantes) on pourra prendre pour # un mul-

3 a b
41 ) i 4y o, D . — g — e = s
tiple de Vexpression (%) gtrpztgt=f—®—3x et faire em.
consequence
(3) % =2z — 2x* — x.
1
(3) Osserviamo che per x intero e positivo =2 2 0 < ¥ttt

—}—i ‘1 o appli i all tenza (1 1,1 1 11/21 svil
i <<1 e puo applicarsi alla po za( +ot ot o sviluppo

in serie binomiale.

. 3 .
(*) Siccome il primo membro, per % — co tende a ge il secondo mem-

‘bro & intero, od uguale ad una frazione irriducibile con denominatore 2,
da equazione proposta non pud ammettere che un numero finito di soluzioni
‘ntere.
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Cela posé, on trouvera que w doit &tre 111fer1eur & la limite 2. (%
Doncu =0, or v =1. Dailleurs ¥ =0 donne =0, 2=0, et
u=1 donne x =3,z —11. (¥} Celles sont les solutions entiéres et
positives de Péquation (2).
2nd Probléme. - Trouver les solutions entidres et positives de ’équa~
tion

4) 2+ 3z = at + 2lx.
Solution. - On pourra prendre dans cette hypotheése
(5) u=z-—x. ()

Dés lors la valeur de w étant determinée par l’équation
(6) (€ + u) + 3 (x + u) =a! + 21

. ou
et son maximum par la formule = 0 qui se réduit & 4 (x + u)® +
+ 3 = 4a® + 21, or, ce qui revient &

(7) (x—t—u)’—-aﬁ:-g

on aura toujours (%)
9\1
8) u < (§)§ <2,
et par suite on ne pourra supporter que v =0 ou u—=1.:

(%) .Dalla (2), tenendo conto che 2 >>0, si ha

2
62:(962—0—%96) +~3-

4:Jc’l+9c+1 >(w2+1w)

2

e quindi (¢ > 0), 22 > 2x? + «), «, onde per la (8), u > 0. Moltiplichiamo per
4 ambo i membri della (2), e sostituiamo in essa il valore 2¢=u- 22+ x)
dato dalla (3); abbiamo, ordinando in z:

™ . (du —3 242w — 2w+ (2 —4) =0

il cui discriminante A = — 16 (v — 2) (2 +u — 1) ci d4 la condizione u <<2.
(6) Osserviamo che la (*) della nota prec., per =0, da 3x®+4x +4—=0
che non ha radici reali; quindi #=0 non di soluzioni, contrariamente a
quanto si afferma nel testo. Per v =1 la (*) da x?® — 20 — 3 =20 la cui sola.
radice intera positiva @ =3 da, perla (2), £ =11. Infine, per u = 2, la (*)
ricordata da 522 =0,2=0 e percid g=1.
(") Si potra supporre 2=, e quindi u=0.

(®) Dalla (%) si ha: (x3+ g)‘/s —

ON\'/s .
3 (§ ; infatti basta provare

9 N3 9 9\'/s Nl 9
(w3+) < —+—(§>,m3+§<w?+3m?(§) +3w(§> +3-
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D’ailleurs 4 =0, (°) donne £=0,2=0; et » — 1 donne x =1,
z=2.

3eme Problénme. — Trouver les solutions entiéres et positives de
Péquation
9) (#* — x) (2 + x) = 5 + 4.

Solution. — On pourra prendre dans cette hypothese
(10) w=2%—x

et Pon trouvera w<<4. (1% D’ailleurs 5 + 4x étant impair, 4 ne
peut étre pair. Donc # =1, % =3. De plus v =1 ne fournit pas
des solutions entieéres et positives. (}') Mais # —=3 donne =1,
z=2. (1%

La recherche des solutions entiéres et negatives se rameéne &
celle des solutions positives, lorsqu’on change les signes des varia-
bles. Ajoutez que dans un grand nombre de cas on pourra résou-
dre des équations-indeterminées & plus de deux variables par des
principes semblables & celui que nous avons indiqusé.

Je finis en vous priant @’ agréer I’assurance de ma consideration
distinguée ».

AveUusrtiy CaUCHY
Monsieur GUILLAUME LIBRI
chez M. M. Ciardetti et fils
libraires imprimeurs & Florence.

(°) Dalla (6) per =0 si ha: a*+3x—=a4+4+21lx che ha 1’unica
radice ® =0, cui corrisponde per la (4) £=0. Per u=1, la (6) diviene
(¢ —1)+ (2x 24 5x¢ —2) =0 che ha l'unica radice intera x =1; per tale
valore di « la (4) diviene (2 —2) (23 + 222 4+ 42 4-11) =0 che ha l’unica
radice intera 2 —=2.

(49) Ifnatti per u =22 —x[22 >} la (9) diviene u2z + ux = 5 4a. che
manifestamente & impossibile per u=>5. ) '

(1) Per u=1, la (10) da 2>=1+4x, e per la (9), # =5+ 3x; ugua-
gliando questi due valori si ha: 922 4- 292 — 24 = 0 che non ha radici intere.

(1?) Per u=38,92=9 + 9x, e per la (9), 82 =5 + x onde si trae equa-
zione in x, ®?~4x — 2=20 che ha l'unica radice intera positiva * =1 cui
corrisponde 2z =2, ’



