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SEZIONE SCIENTIFICA
PICCOLE NOTE

Sulle trasformazioni puntuali in una coppia a Jacobiano nullo.

Nota di MARTO YILL.A (a Bologna) (*)

Suuto. - Si studiano Ie trasformazioni puntuali fra due piani, in una
coppia di punti corrisponclenti a Jacobiano nullo, nel caso in cui è
possibile V approssimazione con trasformazioni quadratiche.

1. Recentemente ho dimostrato che, in una trasformazione
puntuale T fra due piani, in una coppia (0,0') a Jacobiano nullo,
T appartenenza dell' Ex stazionario alla Jacobiana è condizione
necessaria e sufficiente perche la T sia approssimabile, fino al-
l'intorno del 2° ordine di (0,0), con una trasformazione cremo-
niana (1). In tal caso (caso cremoniano) l'approssimazione puö anzi
ottenersi sempre con trasformazioni cubiche (2).

Esamino qui il caso più particolare in cui 1' approssimazione è
invece possibile con trasformazioni quadratiche. La condizione
(necessaria e sufficiente) è (n. 3) che V E2 eccezionale sia di flesso.
ISTel n. 7 applico i risultati ottenuti alle trasformazioni quadratiche.

2. La trasformazione T nelVintorno del 2° ordine délia coppia (O.O').
Fra i piani proiettiyi 71,71' si consideri la trasformazione pun-

tuale T e sia (0,0') una coppia di punti corrispondenti. In 7r,7t' si
assumano sisteini di coordinate proiettive non omogenee x,y e x',y'
con Ie origini risp. in 0 e 0'. Sia 0 punto semplice della curra
Jacobiana. Ad ogni Ex di TT di centro 0 çorrisponde in TC' un Ex'
flsso di centro 0' appartenente ad una retta che assumiamo come
asse x'. Ad un Ex' generico di TT' di centro 0' (diverso dalFl?/

(*) L/avoro esegaito nel Seminario Matematico delPUniversità di Bologna.
f1) VILLA, Sulle trasformazioni puntuali in.una coppia a Jacobiano

nullo nel caso cremoniano, «Rend. Ace. Lincei», §>. 8% vol. II , 1947. Si
veda anche BOMPIANI, Sulle Jacobiane di una corrïspondenza puntuale fra
piani, «Rend. Ace. Lincei », S. 8a, Vol. II , 1947.

(2) VILLA, op, cit..
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fisso) corrisponde in x l'U^ stazionario appartenente ad una retta
che assumiamo corne as s e x. Alla y' = 0 corrisponde una curva
dotata di nodo in 0, délie cui tangenti nodali una è, nel caso cre-
nioniano, la y = 0 mentre l'altra si assumera corne asse y. Fra
y'z=O e x = 0, T détermina fino all'intorno del 2° ordine di (0,0')
una corrispondenza che è approssimata.da un'unica proiettivitît
(proiettività caratteristica). Assumendo corne punto improprio su
y' = 0 il oorrispondente nella proiettività caratteristica del punto
improprio di x =. 0, le equazioni di T possono scriversi :

x' = ay -f- a2o#
â •+-' 2ano?2/ -+- [3]

dove a, 6 sono costanti e si indicano con [3] i termini di grado
>̂ 2 degli sviluppi in serie di potenze.

Ad ogni E} di centro 0' (a cui non appartenga V Ex' fisso) cor-
risponde in T uno stesso Et (contenente 1'-^ stazionario). che ho

chiamato ecce&ionale, di equazione y = —x*. Il caso che qui inté-
ressa è quello in cui questo E% eccezionale è di flesso, cioè ag0 —0.
Questo caso si présenta per le trasformazioni quadratiche. Di più
vedremo ora che la condizione è anche sufficiente in quanto una
trasformazione T per cui aiQ = 0 è approssimabile con trasforma-
zioni quadratiche. Le equazioni di T divengono:

œ' = ay-h- 2anœy -+- [3]
t/= 2bnxy + [3].

3. Le trasformazioni quadratiche T2 osculatrici.
Si ha :
Ogni trasformazione puntuale tra due piani r^%f

} in tma coppia
(O,O') a Jacobiano nulïo, nel caso cremoniano e in cui V E2 eccezio-
nale è di flesso, si pua approssimare fino alVintorno del 2° ordine

con una trasformazione quadratica T2 avente due punti singolari
coincidenti.

Necessarianiente 0' è il punto singolare semplice di T2 in
7t' e 0 è un punto (non singolare) délia retta singolare semplice
di 7c. La retta singolare per 0 fa parte délia Jacobiana di

Tz e dev'essere quindi Tasse œ; la retta congiungente 0 col punto

singolare semplice A di Ti costituisce con Fasse x la conica délia
rete omaloidica di TT avente in 0 punto doppio e deVessere perciö
Fasse y; la direzion# per 0' corrispondente ad 0 nella proiettività

subordinata da T% fra i punti dell'asse x e le direzioni per 0' è
la direzione fissa e dev'essere quindi l'asse œ'.
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Sia ( — 0 3 0 ) ü punto singolare di Tj sulPasse x e ( 0, J
quello sulPasse y. La rete omaloidica di -K si puö individuare
mediante la conica xy — 0, la conica oostituita dalla retta $x -f- ^y •+-
•f- 1 = 0 contata due volte e la couica costituita dalFasse x e da

una retta arbitraria per A (ad es. la $y -f- 1 = 0). Quindi T2 puö
rappresentarsi con Ie equazioni:

Jx

[«1* + g8(Y^ -4- l)]y -f- (Sx -H Y2/ •+-1)
8 1 r x- 1)]?/ •+- (pas •+• W -f- 1)* ^

dove pi, Pz, ql7 Q2, r sono costanti.
Sviluppando Ie 3.1 in serie di potenze nelPintorno del 2° ordine

dell' origine, e confrontando con Ie 2.1 si conclude che qurando (e
solo quando) :
3.2 p2 = a. r = 2bu, px = 2(a,, "-+• a|3), qt = — y

T2 oscula T nella coppia (O;Ö'). L'asserto è dimostrato.
Segue inoltre :

Le trasformazioni quadratiche T2 osculatrici T in (0,0') sono ooi

4. IJ involuzione délie direzioni d} iperosculazione.
i

Utilizzeremo ora Ie T8 osculatrici (brevemente : t. q. o.) per de-
terminare un riferimento proiettivo intrinseco. A questo scopo f ra
Ie oo3 t. q. o. ne caratterizzeremo una. Uiscriviamo Ie equazioni di
T tenendo conto dei termini di 3° grado :

x' = ay •+- 2anxy -+- a^xz -*- 3a21^
2t/ -f- 3ai%xtf -+- a^yz H- [4]

4.1
Y — 26naw/ -i- 630^

3 H- 36,^*2/ -4- 3b12xy2
 H- 6O3 /̂3 -t- [4].

Si verifica facilmente :
Per ogni t. q. o. esistono tre B2', contenenti ï ' E / /ÏSSO, 2 jer c^*

r elemento corrispondente di tin E3' contenente uno di essi ha lo
stesso E2 sia iw- T c&e in t. q.o.

D^altra parte tra gli E% contenenti V Ex
f fisso e gli Ex corri-

spondenti in T vi è una proiettività F. Ai tre Et' precedent! cor-
rispondono in F tre Ex per 0 (Ei dHperosciilazione) di equazione
complessiva

Siccome nella 4.2 p e y appaiono lin e arm ent e/si conclude che
al variare della t.q.o., Ie terne di direzioni $ iperosculazione for-
mano ttn'invohizione I (in generale oo8j.
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5. Sopra oo1 t. q. o. intrinsecmnente caratterizzate.
Fra Ie terne di I è unica quella apolare alla coppia xy—0

(per essa dovranno annullarsi nella 4.2 i coefficient! di xy\ e di
x*y) (3). Le oo1 t. q. o. relative alla terna précédente, che si indiche-

ranno con T2, hanno in n gli stessi punti singolari. Assumiamo
come retta impropria in TT la congiungente questi due pnnti sin-
golari (p == Y = 0). Segue per Ie 3.2 e 4.2:

-5.1 p, = 2an, g2 = fels = 681 = 0.
2

Le T2 determinano fra Ie direzioni uscenti da O' e Ie direzioni
uscenti da A una stessa proiettività O. Assuœiamo in r/ come asse
y' la corrispondente in 'O della retta impropria ( a n = p 1 = 0)(4).

6. Una .̂ g. o. intrtnsecamente caraiierizzaia.
Sia P un punto dell'intorno del 2° ordine di O sulla. # —0 e

P' il suo corrispondente in T (e quindi anche in T% e nella pro-
iettività caratteristica). Fra Ie direzioni uscenti da P e quelle
uscenti da P ' la T détermina una proiettività (non dégénère yA). e

cosï ogni T% détermina una proiettività (non dégénère y). Xel fascio
di centro P, chiamando corrispondenti due rette che corrispondono
in yA e in ^ ad una" stessa retta del fascio di centro P', nasce una

proiettività S. Orbene : fra le oo1 T2 è unica quella per cui nella o
relativa è uni ta la retta congiungente P coi punto improprio
della y — 0. Assumiamo in rJ il punto singolare doppio di questa

2 3

Tg, ohe indicheremo con Tï? come jm^° improprio (qx = a12 = 0).
La reita impropria di rJ è cosï intrinsecamente fissata.

Per determinare completamente i riferimenti proiettivi intrin-
secî  non rimane ormai che da fissare i punti unità. Poniamo

3

in tan to che essi si corr ispondano in -T2(a = 2&n = l). Agli Wz aventi
uno stesso E\ (diverso da lFE" , fisso) corrisponde in T uno stesso
Ez (contenente V E% di flesso 2 / = 0 ) e fra g]i E\ per 0 ' e gli Ez

per 0 (contenenti Y Et di flesso *y = 0) vi è una proiet t ivi tà w f).

(3) Se I possiede come rette fisse la as = O e la y—0 in luogo delle
t.q.o. per cui la terna 4.2 è apolare alla coppia xy = 0 si hanno Ie t.q.o.
per cui Ie direzioni d'iperosculazione sono indeterminate.

(4) In 7i' i punti singolari cloppi delle T2 appartengono alla x' = 0 e la
2

ret ta singolare semplice delle T2 passa sempre per il punto improprio
di y' = 0. .

(5) Trascuriamo qui il caso in cui œ è dégénère (che si présenta invece
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In 7c' assumiamo come punto unita il pmito appartenente alla
a^etta corrispondente in w all7 Ez di flesso y — 0 (sicchè 630 = a30)

e appartenente alla conica corrispondente in Tt ad una delle tre
3

rette d'iperosculazione relative a T2(603 = — a30).
Raccogliendo :
Nei riferimenti proiettivi intrinsed indicatif la trasformazione

T pub rappresentarsi fino alV intorno del 3° ordine di (O, O') con Ie
equazioni canonieke.

oc' — y -+- a3Qx* -H "èa%xx~y + a^yz -+- [4]
yr = asy^ a30(x

3 — 2/3) +• [4]

e la Tg è
g

7, ^ÏZe trasformazioni quadratiche.
ApplicMamo Ie cose dette alle trasformazioni quadratiche. In

una tale trasformazione To Ie coppie a Jacobiano nullo sono costi-
tuite da un punto singolare O' di iz' e da un punto 0 (diverso dai
punti singolari) della retta a singolare corrispondente ad O'. Sic-
come supponiamo 0 semplice per la Jacobiana (ohe è qui costi-
tuita dalle tre rette singolari di iz) i punti singolari di un piano
aovranno essere distinti, oppure due potranno anche coincidere
{raa in tal caso O' sara punto singolare semplice). La retta stazio-
naria è qui la retta a(y = 0), la tangente nodale (x = 0) è la con-
giungente O col punto singolare A (non appartenente ad a). Jua
direzione fissa (y' = 0) è quella corrispondente ad O nella proiet-
tività fra i punti della Ï/ = 0 e Ie direzioni per O'. !La proiettività
caratteristica fra y' = 0 e la # = 0 è quella subordinata fra le due
rette da To. Ad ogni W% di centro O' (a cui non appartenga VE\
fisso) corrisponde l7 E% di f lesso y = 0 (col quale coincide anche
1' E% Jacobiano).

Supponiamo ora i punti singolari di To distinti e "assumiamo
come punto improprio su x = 0 il punto singolare di TQ. Su y = 0
assumiamo come punto improprio il quarto armonico di O rispetto
ai due punti singolari situati su tale retta. In TT' assumiamo come
retta impropria la retta singolare a cui non appartiene O' e come
asse y' la retta corrispondente alla retta impropria di TT nella pro-
iettività subordinata da To fra i fasci di centri 0' e A.

.nel n. 7). Ciô si verifica quando (e solo quando) &3or=:O, cïoè quando l'in-
voluzione I delle direzioni dJiperosculazione possiede la x~0 come retta
fissa, ossia quando V E.2 Jacobiano è di flesso.

(6) L'interpretazione geometrica degli invarianti a3Oï a2l, aoZ non offre diiU
icoltà. Si tenga presente che V E2 Jacobiano ha l'equazione y = — Sa3Qx2,
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Assumiamo in TT come punto unità un punto (diverso da Â)
appartenente ad una retta singolare diversa da a; in 7t' assumiama
come punto uni ta un panto (non singolare) situato sulla retta sin-
golare corrispondente al punto singolare (1,0) di TT. Inoltre assumiamo-
come punto (1,2) di V il corrispondente in T^ di (2,—3) di TT.

In questi riferimenti Ie equazioni di To sono

y coy
1 — ,#2 * & 1 — X1

Esistono oo3 trasformazioni quadratiche con due punti siugolari
coincidenti che osculano la data in (O, 0') (7). Fra queste ne
esistono oo1 per cui Ie direzioni d? iperosculazione (n. 5) sono inde-
terminate. Bsse hanno Ie equazioni

1 ' ^ "
Segue:
Le trasforniazioni quadratiche con due punti singolari coinci-

denti osculatrici in (O, O') la To hanno in TT per punto singolare
doppio il quarto armonico di O rispetto ai due punti singolari di
To appartenenti alla retta singolare a e per punto singolare sem*
plice lo stesso punto singolare A di v (?).

Fra Ie suddette trasformazioni quadratiche ve n'è una sola per
cui in 7c' la retta singolare di To non appartenente ad O' (la retta
impropria) e pure retta singolare per essa ed è quella per cui
X —'0 (9). Questa trasformazione puö dirsi associata a To e le sue
equazioni sono

xf = y, yf = xy.

In -n' il punto singolare doppio della trasformazione associata
è il quarto armonico rispetto ai due punti singolari di To (diversi
da O') del punto in cui la retta singolare che li congiunge è inter-
secata dalla retta fissa.

(7) I n una coppia regolare una trasformazione quadratica a punti singo-
lar i distinti non pud invece mai oscularsi con una trasformazione qua-
drfitiea a punti singolari coincidenti.

(8) F r a i fasci A e Or queste trasformazioni quadratiche subordinano la
stessa proiettività determinata da !TÖ.

(9) Questa trasformazione è l a T2 del caso generale che si puö anche>
definire come nel n. 6.


