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SEZIONE SCIENTIFICA
PICCOLE NOTE

Sulie trasformazioni puntuali in una coppia a Jacobiano nullo.

Nota di Marto ViLna (a Bologna) (*)

Sunto. - Si studiano le trasformazioni puntuali fra due piani, in una
coppia di punti corrispondenti a Jacobiano nullo, nel caso in cui é
possibile I approssimazione con trasformazioni-quadratiche.

1. Recentemente ho dimostrato che, in una trasformazione
puntuale T fra due piani, in una coppia (0,0) a Jacobiano nullo,
I’appartenenza dell’ E, stazionario alla Jacobiana & condizione
necessaria e sufficiente perche la T sia approssimabile, fino al-
Iintorno del 2° ordine di (0,0), con una trasformazione cremo-
niana (). In tal caso (caso cremoniano) Vapprossimazione pud anzi
ottenersi sempre con trasformazioni cubiche (?).

Esamino qui il caso pilt particolare in cui I’approssimazione &
invece possibile con trasformazioni. quadratiche. La condizione
(necessaria e sufficiente) & (n. 3) che I’ B, eccezionale sia di flesso.
Nel n. 7 applico i risultati ottenuti alle trasformazioni quadratiche.

2. La trasformazione T nell’intorno del 2° ordine della coppia (0,07).

Fra i piani proiettivi =,n" si consideri la trasformazione pun-
tuale T e sia (0,0) una coppia di punti corrispondenti. In =,z" si
assumano sistemi di coordinate proiettive non omogenee x,y e ')y’
con le origini risp. in O e ‘0. Sia O punto semplice della curva
Jacobiana. Ad ogni E, di = di centro O corrisponde in =" un E,’
fisso di centro O’ appartenente ad una retta che assumiamo come
asse «. Ad un E,’ generico di =’ di centro O’ (diverso dall’E,

(*) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico del’Universitd di Bologna.

(1) ViLra, Sulle trasformazioni puntuali in.una coppia @ Jacobiano
nullo nel caso cremoniano, « Rend. Ace. Lincei», §. 8% vol. 1I, 1947, Si
veda anche BompIANI, Sulle Jacobiane di una corrispondenza puntuale fra
piani, « Rend. Ace. Lincei », 8. 8% Vol. IT, 1947,

(®) ViLLa, op. cit..
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fisso) corrisponde in = I’ E, stazionario appartenente ad una retta
che assumiamo come asse x. Alla y'=0 corrisponde una curva
dotata di nodo in 0, delle cui tangenti nodali una &, nel caso cre-
moniano, la y = 0 mentre 1’altra si assumera come asse y. Fra
¥y =0 e x=0, T determina fino all’intorno del 2° ordine di (0,0")
una corrispondenza che & approssimata,da un’unica proiettiviti
(proiettivita caratteristica). Assumendo come punto improprio su
4 =0 il corrispondente nella proiettivita caratteristica del pumto
improprio di x =0, le equazioni di T possono scriversi:

%' = ay + Gs,0° + 20,2y + [3]
Y = 2b,,2y + [3]
dove a, b sono costanti e si indicano con [3] i termini di grado
> 2 degli sviluppi in serie di potenze.
Ad ogni E,’ di centro 0’ (a cui non appartenga I’ E," fisso) cor-
risponde in T uno stesso E, (contenente 1" E, stazionario), che ho

chiamato eccezionale, di equazione y:%’x’. Il caso che qui inte-

ressa & quello in cui questo E, eccezionale & di flesso, cio® a,,— 0.
Questo caso si presenta per le trasformazioni quadratiche. Di piu
vedremo ora che la condizione & anche sufficiente in quanto una
trasformazione 7' per cui a,,=0 & approssimabile con trasforma-
zioni quadratiche. Le equazioni di T divengono:

&' = ay + 2a,,xy + [3]

21 Y= 2ay-+[l

. . i

3. Le trasformazioni quadratiche T, osculatrici.

Si ha: _

Ogni trasformazione puntuale tra due piani =,=', in una coppia
(0,09 a Jacobiano nullo, nel caso cremoniano e in cui I B, eccezio-
nale & di flesso, st pud approssimare fino all’ intorno del 2° ordine

1
con una trasformazione quadratica T, avente due punti simgolari
coincidenti.

Necessariamente O & il punto singolare semplice di .’i’z in
7' e O & un punto (non singolare) della retta singolare semplice
di =, La retta singolare per O fa parte della Jacobiana di
. ,

T, e dev’essere quindi 1’asse «; la retta congiungente O col punto

1
singolare semplice 4 di T, costituisce con 1’asse x la conica della
rete omaloidica di = avente in O punto doppio e dev’essere percid
V asse y; la direzione per O’ corrispondente ad O nella proiettivith

. 4
subordinata da T, fra i punti dell’asse x e le direzioni per 0 &
la direzione fissa e dev’essere quindi 1’ asse «'.



SULLE TRASFORMAZIONI PUNTUALI IN UNA COPPIA A JACOBIANO NULLO 5

1
Sia (_E’ 0) il punto singolare di 1", sull’asse z e (0, —%)
quello sull’ asse 9. La rete omaloidica di = si pud individuare
mediante la conica xy =0, la conica costituita dalla retta B + yy -+

+1=0 contata due volte e la conica costituita dall’asse x e da

una retta arbitravia per A-(ad es. la- 8y +~ 1 =0). Quindi 1"2 pud
rappresentarsi con le equazioni:

o — P + py(vy + 1)
= [0 * qulry + Dy + (o + vy + 1Y
. ra .
Y _[Iwﬂ—qg(w*—l]y+(.Bw-+-w+1)’y

3.1

dove p,, p,, q,, q;, * sono costanti.

Sviluppando le 3.1 in serie di potenze nell’ intorno del 2° ordine
dell’ origine, e confrontando con le 2.1 si conclude che quando (e
solo quando):

3.2 pr=a. vr=2by, p,=2(a,, + af), q, =— T

.’i’z oscula T nella coppia (0,0'). L’ asserto & dimostrato.
Segue inoltre: ,

i
Le trasformazioni quadratiche T, osculatrici T in (0,0} sono oob.

4. I’ involuzione delle direzioni d’ iperosculazione.

Utilizzeremo ora le 1“2 osculatrici (brevemente: t.q.o0.) per de-
terminare un riferimento proiettivo intrinseco. A questo scopo fra
le oo? t. q.0. ne caratterizzeremo una. Riscriviamo le equazioni di
T tenendo conto dei termini di 3° grado:
it ' = ay + 20,2 + A, 2% + 3a,2% -+ 3,y + a,y® + [4]

Ty = 2b, %y + bygac® + 3b,,xty + %'bmvcy “+ bosy® + [4])

Si verifica facilmente:

Per ogni t.q.o. esistono tre B,, contenenti VB, fisso, per cui
U elemento corrispondente di un E, contenente uno di essi ha lo
stesso B, sia in T che in {.q.0.

D’ altra parte tra gli E,’ contenenti 1’ E,’ fisso e gli E, corri-
spondenti in 7T vi & una proiettivith I'. Ai tre E,” precedenti cor-
rispondono in I’ tre E, per O (E, &1iperosculazione) di equazione
complessiva

4.2 baolf® + (3by, + 2b,,7)2y® + (3D, + 4b,,B)x"y + byga® = 0.

Siccome nella 4.2 8 e ¢ appaiono linearmente, si conclude che
al variare della t. q.o0., le terne di direzioni d’iperosculazione for-
mano un’ involuzione I (in generale oo?).
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5. Sopra oo! t.q.o. intrinsecamente caratterizeate.

Fra le terne di I & unica quella apolare alla coppia ay =0
(per essa dovranno annullarsi nella 4.2 i coefficienti di ay* e di
x*y) (%). Le oo! t. q. 0. relative alla terna precedente, che si 1nd10he-

ranno con 1,, hanno in = gli stessi punti singolari. Assumlamo
come retta impropria in = la congiungente questi due punti sin-
golari (= y=0). Segue per le 3.2 e 4.2:

0.1 Pr=20y, g, =0b,=0b,,=0.

2
Le T, determinano fra le direzioni uscenti da O’ e le direzioni
uscenti da 4 una stessa proieftivith Q. Assumiamo in =’ come asse
Yy’ la corrispondente in  della retta impropria (a,, = p, = 0) (*).

6. Una t. q. 0. intrinsecamente caralterizzala.
Sia P un punto dell’intorno del 2° ordine di O sulla =0 e

. 2

P’ il suo corrispondente in T (e quindi anche in 7, e nella pro-
ieftivita caratteristica). Fra le direzioni uscenti da P e quelle
uscenfi da P’ la T determina una proiettivitd (non degenere 7,) e

2 . - .
cosl ogni T, determina una proiettivita (non degenere y). Nel fascio
di centro P, chiamando corrispondenti due rette che corrispondono
in 7, e in y ad una stessa retta del fascio di centro P’, nasce una

proiettivita 3. Orbene: fra le co! i’z ¢ unica quella per cui nella 3
relativa & unita la retta congiungente P col punto improprio
della = 0. Assumiamo in =’ il punto singolare doppio di guesta

%’2, che indicheremo con ?[’,, come  punto improprio (¢, = d,, = 0).
La retta impropria di =’ & cosl intrinsecamente fissata.

Per determinare completamente i riferimenti proiettivi intrin-
seci, non rimane ormai che da fissare i punti unith. Poniamo

intanto che essi si corrispondano in - [2((1,_2b,1._1) Agli E’; aventi
uno stesso E’, (diverso dall’ E’, fisso) corrisponde in T uno stesso
E, (contenente P E, di flesso y=10) e fra gli E’, per O’ e gli E;
per O (contenenti 1’ E, di flesso 3 ==0) vi & una proiettivita o (.

(®) Se I possiede come rette fisse la =0 e la y =0 in luogo delle
t.q.0. per cui la terna 4.2 & apolare alla coppia xy — 0 si hanno le t.q.o.
per cui le direzioni d’iperosculazione sono indeterminate.

(*) In =’ i punti singolari doppz delle T2 appartengono alla o' =0 e la

retta singolare semplice delle Tsz passa sempre per il punto 1mp10pr10
di y'=0.
(°) Trascuriamo qui il caso in cui o & degenere {che si presenta invece
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In =" assumiamo come punto unitd il punto appartenente alla
retta corrispondente in o all’ B, di flesso y =0 (sicche by = ay)

w3
e appartenente alla conica corrispondente in 7, ad una delle tre

3
rette d’iperosculazione relative a Ty(by; = — ay).
Raccogliendo:

Nei riferimenti proiettivi imtrimseci imdicats, la trasformazione
T pud rappresentarsi fino all’ intorno del 3° ordine di (O, O') con le
equaziont canoniche.

' =Y + agox® + 3a5,0%Y + agy° + [4]
Y = xy + a2 — ) + [4]

3
ela T, e

‘ =y, y=zy

7. Sulle trasformazioni quadratiche.

Applichiamo le cose dette alle trasformazioni quadratiche. In
una tale trasformazione T, le coppie a Jacobiano nullo sono costi-
tuite da un punto singolare 0’ di =’ e da un punto O (diverso dai
punti singolari) della retta o singolare corrispondente ad O’'. Sic-
come supponiamo O semplice per la Jacobiana (che & qui costi-
tuita dalle tre rette singolari di =) i punti singolari di un piano
dovranno essere distinti, oppure due potranno anche coincidere
{ma in tal caso O’ sard punto singolare semplice). La retta stazio-
naria & qui la retta a(y =0), la tangente nodale (x =0) & la con-
giungente O col punto singolare A (non appartenente ad a). Lia
direzione fissa (y'=0) & quella corrispondente ad O nella proiet.
tivith fra i punti della y =0 e le direzioni per 0. La proiettivita
caratteristica fra y' =0 e la 4 =0 & quella subordinata fra le due
rette da T,. Ad ogni E', di centro 0’ (a cui non appartenga I F',
fisso) corrisponde 1'E, di flesso y =0 (col quale coincide anche
I' E, Jacobiano). ' .

Supponiamo ora i punti singolari di T, distinti e -assumiamo
come punto improprio su x = 0 il punto singolare di T,. Su y =0
assumiamo come punto improprio il quarto armonico di O rispetto
ai due punti singolari situati su tale retta. In =’ assumiamo come
retta impropria la retta singolare a cui non appartiene 0’ e come-
asse y' la retta corrispondente alla retta impropria di = mnella pro-
iettivith subordinata da T, fra i fasci di centri 0’ e A. °

nel n. 7). Cio si verifica quando (e solo quando) by, =0, cioé quando 1'in-
voluzione I delle direzioni d’iperosculazione possiede la @ =0 come retta
fissa, ossia quando I’E, Jacobiano & di flesso."
(®) L’interpretazione geometrica degli invarianti @y, a,,, ¢,3 non offre dif-
icoltd. Si tenga presente che I' K, Jacobiano ha Pequazione 'y = — a2
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Assumiamo in = come punto unith un punto (diverso da A)
appartenente ad una retta singolare diversa da a; in =’ assumiamo
come punto unitd un punto (non singolare) situato sulla retta sin-
golare corrispondente al punto singolare (1,0) di =. Inoltre assumiamo
come punto (1,2) di =’ il corrispondente in 7, di (2,—3) di =.

In questi riferimenti le equazioni di T, sono

/ Y / xy
=T YET

Esistono oo frasformazioni quadratiche con due punti singolari
coincidenti che -osculano la data in (0, 0') (). Fra queste mne
esistono oo! per cui le direzioni d’iperosculazione (n.5) sono inde-
terminate. Hsse hanno le equazioni

x'.:myyﬁ- 1’ Y :)\myﬂc ?{*— 1. (* parametro)

Segue:

Le trasformazioni quadratiche con due punti singolari coinci-
denti osculatrici in (O, O') la T, hanwno in = per punto singolare
doppio il quarto armonico di O wrispetto ai due punti singolari di
T, appartenenti alla retta singolare a e per punio singolare sem*
plice lo stesso punto singolare A di = (%)

Fra le suddette trasformazioni quadratiche ve n’é una sola per -
cut in ' la retta simgolare di T, non appartenente ad O’ (la retta
impropria) ¢ pure retta singolare per essa ed & quella per cui
A =0 (). Questa trasformazione pud dirsi associata a T, e le sue

equazioni sono :
=y, Yy =uxy.

In =’ il punto singolare doppio della trasformazione associata
¢ il quarto armonico rispetto -ai due punti singolari di T, (diversi
da O’) del punto in cui la retta singolare che li congiunge & inter-
secata dalla retta fissa.

" (") In una coppia regolare una trasformazione quadratica a punti singo-
lari distinti non pud invece mai oscularsi con una trasformazione qua-
dratica a punti singolari coincidenti.

(®) Fra i fasci 4 e 0' queste trasformazioni quadratiche subordinano la
stessa proiettivitd determinata da T,.

, o :
(®) Questa trasformazione &-la T, del caso generale che si pud anche
definire come nel n. 6.



