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Sii sistemi semplicemente infiniti di omografie piane
che contengono un’omografia degenere

Nota di CaxpIDA MESMER (a2 Roma).

Santo. - Si esaminano i vari casi cui pud dar luogo un’ omografia degenere
fra piani in un sistema semplicemente infinito e si' determinano gli in-
varianti di quella mel sistema.

1. Scopo di questa Nota & lo studio di un’omografia degenere
fra piani, appartenente ad un sistema continiio semplicemente in-
finito di omografie (!). Lo studio dell’intorno dell’omografia dege-
nere Q, nel sistema Q(f) pone in evidenza una determinazione in-
trinseca dei riferimenti nei due piani = e = e successivamente gli
invarianti del sistema. o '

2. OMOGRAFIA SEMPLICEMENTE DEGENERE. ~ Com’ & noto un’ omo-
grafia semplicemente degenere Q, pud sempre rappresentarsi con
le equazioni:

1) ' syt =at, oyt =a®, oyt=0.

() Tali sistemi di omografie nel piano sono stati gid studiati da A. GHiz-
zETTL: Determinazione delle curve limiti di un sistema conlinuo oo' di
curve piane omografiche, « Acc. Naz. Lincei ». Vol. XXIII.
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Cid implica soltanto la scelta mnel piano =(x!, x% =) del punto
singolare (il cui corrispondente & indeterrainato) come vertice
4,0, 0, 1) del triangolo di riferimento e nel piano =(y, %% %°) della
retta singolare (su cui si trovano i corrispondenti di tutti i punti
di ©) come A,4,, e inoltre che alla retta unitd (x' = «?) nel fascio
di centro 4, in' = corrisponda il punto unita (1, 1, 0) sulla 44, in .
Se Q, corrisponde al valore { =0 del parametro £, da cui dipende
un’ omografia generica del sistema, questa potra rappresentarsi con
le equazioni:

oyt =t + 't
2) eyt = x? + w2t o = w ki)

oyt = tw; 3.
Al punto 4; in una generica Qf) corrisponde il punto:

3) Yyl =0l log ok
Poniamo . '
0 ) = vk + 0w M e,

quando ¢ tende a zero si ha il punto:

e g le o 2e. 3
4 YLIY LY =gy [0 Loy,

che vogliamo supporre ben determinato (cio2 non tutte le wy* = 0)
e non_appartenente alla retta A, A,. Possiamo in tal caso sceglierlo
come A3 (in 7) e si ha vl =0y,2=0 (v,°==0). La ta.ngente alla
curva L, descritta dal punto (3) per {=0 & data da y': 3> == w';, : v,%
Se la scegliamo come retta A,4,(y'=0) si avra v,'=0.

Alla retta 3 =0 corrisponde in una Q(f) la retta v x’=20 che
per t=0 & la retta o, %'=0 ciod ,3x! + w3 + v x?=0.
Questa pud scegliersi come retta ®* = 0 in = e con ¢id v,,3 =, =0.
Il punto in cui essa tocca il suo inviluppo I, & dato da w3+
g 8 =0, ¥ =10. Si pud prendere questo punto (se non & inde
terminato) come A (x*—=0) e quindi v,;* =0. _

11 corrispondente di questo punto in Q, & il punto 4,, e il cor-
rispondente di 4, pud prendersi sulla retta ormai geometrica-
mente fissata 4,4,, in 4,. '

Con cid i due triangoli di riferimento in = e = sono fissati. Ri-
mangono da fissare i punti unita (U in =, T in =).

A questo scopo cerchiamo le curve corrispondenti per le Q(f) ai
punti 4, e A4,.

Ad A,y* =1y*= 0) corrisponde in = una curva che ha per tan-
gente in A, =0) la retta o *x' = w,,'x® (che suppomamo diversa
dai lati del triangolo di riferimento).

Ad A,(y' = y*=0) corrisponde una curva che ha in 4, per tan-
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gente o, %! = w,,'v,%x? (che pure supponiamo diversa dai lati
per A,). '
Se il punto unita U in = si prende nell’ mtersezmne di queste

due rette si ha:

3 — . loy, 3
wy° = "’20 y On Wgo V307

Con cid rimane anche flssato il punto umta U, su A A,.

Per fissare U in = consideriamo la cutva corrispondente ad 4,.
Il suo E, in A, appartiene alla conica (»,,')x%?® = v,,3(y")® determi-
nata da questo E, e dall’essere tangente in A, alla A;4,. Pren-
diamo U su questa (e sulla A,0T,) e si avra w,3 = ()%

Posto per brevitd w,,!=h(4=0), si ha:

w, i =h, 0, =h, ov,i=h
e percid si hanno per la Q) le equazioni:
eyt = (1 4 0,0t 4 0,82 4 [3])2? + (b + 0,,'F + @, 8282 + 0y, 't323
oyt = (b0, 2 4 0 HEE! + (L4-0,0ME 40, 140, 2832t + (0, 40, )t %03
oyt = 0,383 - (R + 0,308 + (b + 05,3 + 0,3’
Poiche si dispone di un fattore. di proporzionalitd si possono
sempre immaginare divisi i secondi membri per
14+ o+ o, '8+ ..
con cid le equazioni prendono la forma (limitandoci ai termini di
ordine << 3 in i)
eyt = &t + (b <+ of + BE%)tact + yi%ac?
oy? = (b + 8t + et + (1 + &t + 082 + 08%)ac® + () 4+ ud)t2e®
oy® = bt 4 (B + ph)t2% 4 (h + of + tf)ted
ove «,.., ' sono coefficienti che, come %, hanno ormai significato

di invarianti appena si sia fissato il parametro ¢. Ad esso si pud
sostituire un nuovo parametro ¢ =—{({) tale che #0)=0.

. - 1-
Se £3=0 pud porsi: t =8 + 7t + 0#* + ..., quindi =3¢+ ...

Se ora si riserive ¢ al posto di # si hanno equazioni del tipo
(ove i coefficienti sono differenti dai precedenti)

py' =t 4 (b + of 4+ BE2 4+ L) + (y 4+ ..) 808
py? = 2* + (b + 3t + e + .Y+t - (0 + pt -+ )8R
ey = (v < .. B3 4= (B + pt + )B4 (B + of + T8+ .. ),

In questa forma cononica delle equazioni sia i coefficienti che il
parametro t hanno significato invariante. Sono invarianti: b del
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1° ordine, «, 3, A, ¢ del 2° ordine; B, v, & @, v, p, T del 3° ordine.
Limitandoci all’invariante k, si ha per esso la seguente interpre-
tazione geometrica. '
Al punto (1, 1, 1) di = corrispoude nell’omografia Q(f) il punto.
iyl yer=+ht+at?+ [+ (+ 1)+ 8+ NE+ ]
(B o)+ L]t

che per t—-O, tende al punto (1, 1, 0) (in =) lungo V' E,:
Y= hy*—y')

e quindi VPinvariante h & il birapporto di questo E, colle rette che:
da (1, 1, 0) proiettano i punti (0, 1, 1), (0, 1, 0) e (0, 0, 1).

3. OMOGRAFIA DOPPIAMENTE DEGENERE. — Passiamo ora all’omo-
grafia doppiamente degenere Q,. Questa pud sempre rappresen-
tarsi con le equazioni:

) eyt =at, oy*=0, py’=0.

Cid implica soltanto la scelta nel piano n(x', «*, x?) della retta
singolare (ogni punto della quale & corrispondente di un generico
punto del piano w) come 4,4, e nel piano = del punto singolare
(il cui corrispondente & indeterminato, come A,.Se Q, corrisponde
al valore { =0 del parametro ¢, da cui dipende un’omografia ge-
nerica del sistema, questa potra rappresentarsi con 'le equazioni

(2) oyt = +to o, oy’= t“’izxi%ia Py =t a’,

0w = wk{).
Alla retta 4,4, in una generica Qf) corrisponde la retta
3)  (0,%0,% — w03yt + (w0 — 0;330)2’)312 + (0,042 — 00,2yt =0

Poniamo o Xf) = »;)* + w, * + w,,**+ ...; quando { =0 si ha la
‘retta:
(4) (0299739 — 3500557 )Y" = (05570501 — 0go%wy,"Jy* +
(g5l 050" — 05570, )y* =0
che vogliamo supporre ben determinata. Questa pud scegliersi come
retta y' =0 in = e con cid :

pd 3 1 — ] 2 —
®) Wy0’ge! — 03wegt =0, 00,7050 — wgglugg? = 0.
11 punto in cui essa tocca il suo inviluppo I, & dato da:

3, 1 3, 1 3y 1 — . 3ey Ngs?
(6) (gl 5,1 - g Pyl — gy, 03, 0y )Yy +

1, 2 1, 2 1, 2 ly 98— (O 1
(950" 3,7 4 00y 52 — 035970,,% — g Ty f)yd =0, y'=0.
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Si pud prendere questo punto come A,(y' =y*=0) e quindi:
(7 050709y - @, 1005,F — w5t ? — “’all‘*’zo{= 0,
il corrispondente di questo punto per { =0 &:
@ a0 a3 =0 o) 0g°
scegliendolo come 4, si ha w>=0 (0, =4=0).
Al punto A, corrisponde in una Q(t) il punto:
q8) @i 2 2% = (0,%0,° — v,%0,3) I (7w} — 0,208 | (0,205 —0,%0,%)
che per {=0 & il punto:
@1 @ == (g0t — wg070507) I (007007 — 00,7007 I (05700 — 202“’1.03)

che vogliamo supporre ben determinato e non appartenénte alla
retta A,4,. Possiamo sceglierlo come 4, e si ha:

2 3 2 3 — 2 8 2, 3 — 2 3 2, 3
{9) o578 — 0 T0508 = v, — vy ©i, = 0, g torgl— wgfwy,ds=0.
La tangente alla curva L, descritta dal punfo (8) & data da:
2% 8 — 2 3 ? 3 2, 3 _ 2 3) -
2wt = (wgPe,® + v’y 0o W3 Wy °040%) ¢
. ? 3 2 3 2 3 2 3
D007 050" 05705, — 05,70, — 0,707,
'se la vogliamo come retta 2® = 0 si avra:

y 2. 3 20 3 o 2. 3w 2 3 —
{10) W)y Wg" T W5 Wg)" —= 0y W, Wy, =0,
2, - 3 200 B 2 B g 2y B
W30 0}, ~H W3y Wy, Wyp Wy Wy 050? F=0.

Al punto 4, in Q, corrisponde y':y"!: Y= g1 1 0057 L g%, sCe-
gliendolo come A4, sulla retta ormai geometricamente fissata 4,4,
si ha:

gl = w3 = 0.

Dalle precedenti relazioni lineari segue:
1 —— —_— 2 — —_— 3 —
we' =0, ©;'=0, 0,70, 0 =0, =0, o,*zF0, o,F=0

I due triangoli di riferimento in = e = sono dunque fissati, re-
gstano da fissare i punti unita.

A questo scopo cerchiamo le curve corrispondenti ai puntl 4,,
A,. Ad A, corrisponde in = una curva che ha per tangente in A,
la retta:

{11) Ylon® = Yo,

Consideriamo ora la curva corrispondente ad 4,. 11 suo E, in 4,
appartiene alla conica #'y'(ws,*)® = vy 'wg,'(y*)* determinata da que-
sto E, e dall’essere tangente in A; alla 4,4,. Se il punto unita U
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sl prende su questa conica e sulla retta (11), si ha:
3 1 232 —- 3y 1
Wyt == 0y}, (05)%)7 T ogglorg!

e con cid rimane fissato U, ponendo w,® == w3,
Per fissare U in = consideriamo la curva corrispondente ad 4,.
Il suo E, in 4, appartiene alla conica (05,3) @22t == (054°)?w,, (2%)* de-
terminata da questo H, e dall’ essere tangente in A, alla A,4;.
Prendendo U su questa conica e sulla 4,U, si avra: :

(@5, = (050°) 051
Posto per brevith v, ==w,*==nh, (h=3=0) si ha:

212
wg,*)?
3 q— 4 1_(_3.‘_
Wy = Wy =, wyl = %

e le equazioni della Q(t)‘nelle ipotesi ammesse sono:

oy = (L 01 + 08+ B2 + (B + 0,00 + 0yt
Pyt = (0, F 0 2 )ERE 4 (b 1+ 0, + 0, )X 1+ (05,7 + 0y f)iRd
Y} = 0,380 + (I - 0,382+ (B 4 w53+ 0, 3Bt

Tenendo conto dell’ arbitrariety del fattore di proporzionalita e
del parametro, in modo analogo a quello seguito nel caso prece-
-dente, si arriva alla forma canownica: “

oyt =0 (L + af 4 )20t (B o )P

pyt = (v + 8t + )02 4+ (1 + ot + ef* + .. )b2* + (B + 0t + .. )F%8
Py = (0 + )% 4 (1 4+ v + L) 4= (1 + M+ pt? + L)t

In queste equazioni sia ¢ coefficienti che il parametro t hanno
-significato invariante. Non vi sono invarvianti del 1° ordine; sono,
invarianti del 2° ordine §, v, ¢ e del 3° ordine «, 3, ¢, 9, v, 0.

4. INTERPRETAZIONE GEOMETRICA DEGLI INVARIANTI DEL 2° OR-
DINE. - Al punto (0, 1,1) di = corrisponde nellomografia Q(f) (nel
piano =) il punto: _

Yyt =t o+ B+ 1]

che, per t— 0, tende al punto (0, 1, 1) lungo ¥’ E,: y*— y*=(c+B—1)y*
Possiamo interpretare il coefficiente ¢ + 8 — 1 come il birap-
porto di questo B, con le rette che da 0, 1, 1) proiettano i punti
40,1, 0), (1, 0, 0) e (1, 1, 0).
Al punto (1, 0,1) di = corrisponde nell’ omografia Q(f) il punto:

Y iytiyt =10y + Bl L+ M
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che, per t—0, tende al punto (1, '0',_0) (in =) lungo V' E,:

Yy =y + 8)°),
in cui y +§ & il birapporto della conica y'y* = (v + 8)(%°)* conte-
 nente I’E,, con la conica ad essa bitangente nei punti (0, 1, 0), (1,0, 0y
e passante per (1, 1, 1) insieme alle coniche degeneri del loro fascio.
Al punto (1, 1, 1) di = corrisponde mnella Q(f) (in =) il punto:
iyl yr=1.1+{y+o+ Q) [t + 1]t
che, per {—0, tende al punto (1, 0, 0) lungo ¥’ IZ'2
YUY — ') = (1 + o + B - 1(?),

in cui y+ o+ 8 —1 & il birapporto della conica:

My — ¥ = (v + o+ B — L)(y®F

contenente I’ E,, con la conica ad essa bitangente nei punti (0, 1, 0),
(1, 0, 0) e passante per (1, 0, — 1) insieme alle coniche degeneri
del loro fascio. )

La conoscenza dei tre birapporti indicati equivale a quella
degli invarianti del 3° ordine.



