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Sui sisteini semplicemente inflniti di omografle piane
che contengono un'omografia dégénère

di CANDIDA MESMER (a Eoma).

Snnto. - Si esaminano i vari cast cui puö dar ïuogo un'omografia dégénère
fra piani in un sistema sempliceniente infinito e si determinano gli in-
varianti di quella nel sistema.

1. Scopo di questa Nota è lo studio di un' omografia dégénère
fra piani, appartenente ad un sistema continuo s empli cémente in-
finito di omografie (1). Lo studio dell'intorno dell'omografia dege-
nere O0 nel sistema Q(t) pone in evidenza una determinazione in-
trinseca dei riferimenti nei due piani TT e TT e successivamente gli
invarianti del sistema.

2. OMOGRAFIA SEMPLICEMEISTTE DÉGÉNÈRE. - Com'è noto un'omo-

grafia semplicemente dégénère Qo puö sempre rappresentarsi con
Ie equazioni :
(1) Qif = xl, oyz = x2, p2/8 = O.

(£) Tali sistemi di omografie nel piano sono stati già studiati da A. G-HIZ-
ZETTI: Determinazione delle curve limiti di un sistema continuo oo1 di
curve piane omograficfoe, « Ace. ]S"az. Lincei ». Vol. XXIII.
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Ciö implica soltanto la seelta nel piano ^(x1, x~, x3) del punto
singolare (il cui corrispondente è indeteriainato) corne vertice
A%(0> 0, 1) del triangolo di riferimento e nel piano niy1, y*, y*) délia
retta singolare (su cui si trovano i corrispondenti di tutti i punti
di TU) corne AXAZ, e inoltre che alla retta unità (x1 — x%) nel fascio
di centro Az in' TT corrisponda il punto unità (1, i, 0) sulla AxAt in TC.
Se Ci0 corrisponde al yalore t = 0 del parametro t, da cui dipende
un' omografia generica del sistema, questa potrà rappresentarsi con
le equazioni :

pyx = Xl -+- t(^i
îXi

(2) ?y* = x2 -H to^x' w > = oyfit)

py*— Wx\

Al punto ^ 3 in una generica Q(t) corrisponde il punto :

m yl:yi:y' = ^1>h2:^
Poniamo

<ùt*(t) = w , / - h o>{lH -h ojitH* H- ... ,

quando t tende a zero si ha il punto :

•che TOgliamo supporre ben determinato (cioè non tutte le w30
A = 0)

e non appartenente alla retta AXA%. Possiamo in tal caso sceglierlo
corne Az (in iz) e si ha co30

1==w80
2=:0 (w3o

3 zj= 0). La tangente alla
curva L3 descritta dal punto (3) per 2 = 0 è data da y1 : y*=. tal

zi ; o 3̂1
2.

Se la scegliamo corne retta ABA2(y
l = 0) si avra 0̂ 3̂  = 0.

Alla retta y% == 0 corrisponde in una Q(t) la retta oy/x1 = 0 che
per t — O è la retta w^W = 0 cioè w^3^1

 H- W20
3X2 -h w3o

3x3 = 0.
Questa puö scegliersi corne retta ce3 = 0 in TT e con ciö w10

3r=ojgo
3 = 0.

I l punto in cui essa tocca il suo inviluppo J3 è̂  dato da w^'x1 •+•
H-w21

3xî = 0̂  xz = 0. Si puö préndere questo punto (se non è inde
terminato) corne JL1(as

x = O) e quindi wn
3 m 0.

Il corrispondente di questo punto in O0 è il punto AXi e il cor-
rispondente di A% puö prendersi sulla retta ormai geometrica-
mente fissata AxA%i in At.

Con ciö i due triangoli di riferimento in -K e 71 sono fissati. Bi-
mangono da fissare i punti unità (TJ in TC, ÏJ in TU).

A questo scopo cerchiamo le curve corrispondenti per le Cl(t) ai
punti Az e A2.

Ad Az(y
l = 2/2 = 0) corrisponde in ir una curva che ha per tan-

gente in A3(tz~0) la retta «10*a;1 — w^x 2 (che supponiamo diversa
dai lati del triangolo di riferimento).

Ad AJy1 =^2/3 = O) corrisponde una curva che ha in A% per tan-
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gente oitl
zxl = o^oi^x* (che pure supponiamo diverse dai lat£

per A%).
Se il punto unità U in TZ si prende nelF intersezione di queste

due rette si ha :

Con ciö rimane anche fissato il punto unità Z73 su AxAt.
Per fissare U in -K consideriamo la curva corrispondente ad At.

II suo Et in At appartiene alla conica (wgoT^V^— Mti*(y1)2 determi-
nata da questo Et e dall'essere tangente in Az alla A^Al. Pren-
diamo ü su questa (e sulla A3U3) e si avrà w81

3 = (w80
1)8.

Posto per brevità M^1 = h(^0), si ha :

e perciö si hanno per la Q(t) Ie equazioni :

Poichè si dispone di un fattore.di proporzionalità si possono
sempre immaginare divisi i seçondi membri per

con ciö Ie equazioni prendono la forma (limitandoci ai termini di
ordine < 3 in t)

pyl ~xl -t- (h -+- â  H- 'p^Jte1 -f- Yi3x3

p̂ 2 = (fc H- g* H- e^)toi -H (1 -4- ̂  _H yj£2 -H e^V H- (X -h ixQ â!» .

ore a,..., r'sono Coefficient! che, come h, hanno ormai significata
di invarianti appena si sia fissato il parametro t. Ad esso si puö
sostituire un nuovo parametro t = t(t) tale che 1(0) — 0.

Se 14^ ^ puö- porsi : i = \t -f- r^1 H- 0̂ 3 -+- ..., quindi t'=. j ?-f-....,

Se ora si ris cri ve t al posto di I si hanno equazioni del tipo
(ove i coefficient! sono differenti dai precedenti)

P2/1 = x1 -f- {h -i- *t -+- pf8 -H ...)^2 -e (y -+- ...)*f*8

py* =' X* -+- (h H- 8* -f- e*2 -f- ...̂ OJ1 -+- tes -+-• (X -4- yt -f- ...)<*iKa

JM- questa forma canoniea délie equazioni sia i coeffidenti che il
parametro t hanno significato invariante. Sono inyarianti: h del
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1° ordine, a, S, 1, <J del 2° ordine; % y, h [*, v, p, T del 3° ordine.
Limitandoci alF invariante h, si ha per esso la seguente- interpre-
tazione geometrica.

Al punto (1, 1, 1) di TT corrisponde nell'omografia Q(t) il punto>

yi;y*:y* = [i + ht-+- a*2 -f- ...]; [1 -+- (h -f- 1)* -*- (8 -+- l)t2 H- ...] :

: [h -+- (h* + <j)t -4- ...y

che per ^—^0, tende al punto (1, 1, 0) (in TÏ) lungo r ^ :

y* = % 2 — y1)

e quindi l ' invariante h è il birapporto di questo Ex colle rette che
da (1, 1, 0) proiettano i punti (0, 1, 1), (0, 1, 0) e (0, Ö, 1).

3. OMOGRAFIA DOPPTAMETSTTE DÉGÉNÈRE. - Passiamo ora all'oino-

grafia doppiamente dégénère O0. Questa puö sempre rappresen-

tarsi con le equazioni:

(1) p»1 = a5l, p»' = 0, P2/3 = O.

Ciö implica soltanto la scelta nel piano ^(as1, x%, xz) délia retta
singolare (ogni punto délia quale è corrispondente di un generico
punto del piano TU) corne AtAz e nel piano TT del punto singolare
(il cui corrispondente è indeterminato. corne Ax. Se Qo corrisponde
al valore t = 0 del parametro t, da cui dipende un ' omografia ge-
nerica del sistema, questa potrà rappresentarsi con le equazioni

(2) py1 = x1 -+- Uit
lx\ py2 — tofx*3®*, py3 = toy^x\

W i * = <o€*(*).

Alla retta A2AS in una generica i~l(t) corrisponde la retta

(3) K 2 " 3 ' - ^32^2
3)^1 -H KW - ^ 8 w » V •+• (W2lw

 3
2 - o>zW)y* = o

Poniamo <>>ik{i) = o>iQ
k -+- o>itH -+--w,-8*f2 -h ... ; quando ^ = 0 si ha la

ret ta :

(4) (W2o2w3o3 — ̂ ao^go3)^1 -*- Ko^ao 1 ~ «ao^ao1)^8 -+"

"+- (W20 l w30 2 — W30 l lO202)2/3 = 0

che vogliamo supporre ben determinata. Questa puö scegliersi corne
retta y1 — 0 in iz e con ciö :

(5) WgO^SO1 — W303wS0X = 0 , W 2 1 > 3 02 — W30lw«0* = 0 '

II punto in cui essa tocca il suo inviluppo Ix h dato da :

(6) Ko'^si1 + ^si^so1 — w3oSi 1 - WBISO1)»* -1"
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Si puö prendere questo punto come A%{yl — y% = 0) e quindi :

il corrispondente di questo punto per f - 0 è:

xl : #2 : cc3 = o : w30
2 : w20

2

scegliendolo c o m e i 3 si ha io30
2 = 0 (w2

Al punto J.j corresponde in una Q(t) il punto:

che per ^ = 0 è il punto :

€he vogliamo supporre ben determinato e non appartenente alla
retta A2A3. Possiamo sceglierlo come AY e si ha:

{9) «M*co10
8 —cülo*tö30» = w10

2w20
3 — w,0

2o310
3 = 0, w20*w30

3— w3o
2w2

La tangente alla curva Lx descritta dal punto (8) è data da :

X1 : X3 = (w80
2tóu» -h w8l«eo20

3 - co10
2w3l

3 — w n
2w 3 0

3 ) :

: K l ? W 8 0 3 •+" W10*W213 — W21J (O103 - W2O2WU3)>

se la vogliamo come retta x3 = 0 si avrà :

W l > 2 0
3 -H <o 1 0 ^ 2 1

3 - co 2 1 ^ 1 0
3 - «o10»tûn» = 0,

Al punto A% in Ho corrisponde yx l y* [y3 = w^1 : w20
2 ; w20

3, sce-
gliendolo come A% sulla retta ormai geometricamente fissata AtAB

si ha :

Dalle precedenti relazioni lineari segue :

30 ^~~ ' 31 ' 30 | ) 10 "~~ 10 î 11 I î 11 " *

I due triangoli di riferimento in TT e TZ sono dunque fissati, re-
stano da fissare i punti unità.

A questo scopo cerchiamo Ie curve corrispondenti ai punti Ai9

A^ Ad A% corrisponde in u una curva che ha per tangente in A^
la retta :

Consideriamo ora la curva corrispondente ad A3.-H suo Et i
«appartiene alla conica 2/8t/1(«oai*)s ^^ W8O

3(°821(2/8)Ï determinata da
% e dal!'essere tangente in A3 alla A%A%. Se il punto unità Z7
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m preiide eu questa coniea e sulla retta (11), si ha :

e con ciö rimane fis s at o U1 ponendo w20
2 — OJ30

3.
Per fissare U in TC consideriamo la curra corrispondente ad At.

Il suo E% in A2 appartiene alla conica (wtl*yx2xl — lw3O
3)îwîl

1(i»3)ss de-
.terminata da questo E% e dalF essere tangente in A% alla J.2^3.

Prendendo ü su questa conica e sulla A1UX si avrà :

Posto per brevita OJ30
3 z=z OJ20

2 = h, (^^=0) si ha:

•e Ie equazioni della lï(t) nelle ipotesi ammesse sono:

Tenendo conto dell' arbitrarietà del fattore di proporzionalità e
del parametro, in modo analogo a quello seguito nel caso précé-
dente, si arriva alla forma canonica:

pys = (y -+• Ŝ  -f- „.)tW + (1-*-at •+- Uz + ...

pi/3 = (ö -+--..,)<V + (l + v̂  + ...)*V -f- (1 -

In queste equazioni sta i coefflcienti che il parametro t hannö
significato invariante. N.on vi sono invarianti del 1° ordine; sono,
invarianti del 2° ordine p, y, c e del 3° ordine a, o, e, -/), v, 6.

4. IJSTTERPREÏAZIONE GEOMETBIOA DEGLI INTABIANTI X>EL 2° OH-
DIÏTE. - Al punto (0, 1, 1) di TT corrisponde neU'omografia Q(t) (nel
piano 7c) il punto:

che, per t-+ 0/tende al punto (0, 1,1) lungo P ^ : «/2—t/3= (̂<r-f-p —l)^/1.
Possiamo interpretare il coefficiente c-f S - l come il birap-

porto di questo Ex con Ie rette che da (0, 1, 1) proiettano i punti
,{0/1, 0), (1, 0, 0) e ( l , 1, 0).

Al punto (1, 0, 1) di -K corrisponde nell' omografia Ct(t) il
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che? per £ — 0, tende al punto (1, 0, 0) (in ï) lungo V Ez:

in cui y -f- p è il birapporto della conica ^ ^ = (y -+- S)(̂ 3)2 conte-
nente VE%, con la conica ad essa bitangente nel punti (0, 1, 0), (1, 0, 0)
e passante per (1, 1, 1) insieme alle coniche degeneri del loro fascio.

Al punto (1, 1, 1) di n corrisponde nella Cl(t) (in TZ) il punto:

: [t +

che, per ^-^0, tende al punto (1, 0, 0) lungo VEz:

yW - yz) = (r + » + .P - i)(̂ 3)S

in cui Y-^^-t-p — 1 e il birapporto della conica :

» V - y*) = (T H- * -*• P

contenente l 'S 2 , con la conica ad essa bitangente nei punti (0, 1, 0)r

(1, 0, 0) e passante per (1, 0, — 1) insieme .alle coniche degeneri
del loro fascio.

La conoscenza dei tre birapporti indicati équivale a quella
degli invarianti del 3° ordine.


