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Sopra una classe di sistemi dinamici soggetti a vineoli
di mobilith per cui si annullano i corrispondenti termini
di anolonomia.

Nota di Lurer Castoupr (a Genova)

Sunto. - Si rileva Vesistenza di particolari sistemi anolonomi per cui, nelle
corrispondenti equazioni dinamiche di Volterra-Hamel, per opportuna
scelta di parametri, si annullano ¢ termini di anolonomia.

1. In un recente lavoro (%) ci & stato possibile istituire equazioni
dinamiche del tufto analoghe a quelle di VoLTERRA-HAMEL () e
valide per sistemi a vincoli anolonomi anche non lineari nelle
velocita.

Nei primi membri di tali equazioni compaiono, notoriamente,
dei termini («di anolonomia») che si annullano allorche le equa-
zioni stesse si applicano a sistemi olonomi, i termini rimanenti
riducendosi allora ai noti binomi lagrangiani.

E’ scopo della presente nota mostrare che la accennata ridu-
zione delle equazioni dinamiche si verifica non soltanto nel caso
richiamato, ma anche gquando esse si applichino a una particolare

(1) Livietr Castoupt, Equazioni lagrangiane per i sistemi a vincoli anolo-
nomi non lineari mnelle velocitd, « Reundiconti dell’Istituto lombardo di
Scienze e Lettere ». (In corso di pubblicazione).

(%) Cfr., per es., Levi - Civita ¢ AMALDI, Lezioni di Meccanica razio-
nale, vol. II, p. I, pag. 409.
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classe di sistemi anolonomi e per una particolare scelta dei para-
metri di riferimento.

2. Per mostrar cid, consideriamo un sistema dinamico soggetto
a vincoli anolonomi generali.

o 0 1=1,2,....,m )
(1) fl(QF’ (.I'r’ )_ 1":1, 2,.“, .“’n
tra gli » parametri lagfangiani ¢. che supporremo essenziali, le
loro derivate rispetto al tempo e il tempo stesso.

Supposta di caratteristica m la matrice funzionale delle (1) ri-
spetto alle g,, le (1) stesse potranno risolversi rispetto ad m dl que-
ste ultime, prendendo cosi la forma

h=1,2,..,m
@) @ == GGy s Gas 1) w=m+1,m+ 2 .0
r=1,2,..,n o

dove all’indice % si inténdomo attribuiti i valori da 1 a n, e al-
Pindice « i valori da m +1 a n.

Scegliendo le g, come caratteristiche cinetiche e associando alle
(2) le identita ) )
29 s =02 (x=m +1,m+2,..n),

le equazioni generalizzate di VorLrERRA-HAMEL (1) assumono, come
facilmente si verifica, la forma seguente
d oT* m pT* oIT* m bT m aq,

aqh d
3) ——— A. 3 + 2 2,3 —3
@) dt 2q, 1" 2g,, he By 1" aqh 1 aqk we 0G4 Ta

=q)g',

dove T(q,, q,, t) ® I’ energia cinetica del sistema;

(,4) T*= T-[QM Elas éh(Qr’ daa 8, t]

¢ la funzione delle sole q,.,da., t che si oftiene da T sostituendovi
le g, (h=1, 2,... m) colle loro espressioni (2);

©) S
aqd,
€
m
(6) by = ?;;Qhﬁha + Q,,

i secondi membri delle (5) essendo calcolati in base alle (2) stesse,
e @, rappresentando le componenti lagrangiane delle forze attive.

- Supponiamo ora che per il sistema dinamico considerato si pre-
sentino alecune circostanze particolari che passiamo ad enunciare:
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I. Con opportuna scelta dei parametri q,, sia Penergia cine-
tica T che i secondi membri delle (2) risultino dipendenti dalle
sole g (z=m +1,..., n) (oltreche, naturalmente, dalle velomta e
dal tempo) e non dalle g, (h=1, 2,. o m).

II. Colla scelta fatta delle g¢,, Venergia cinetica T risulti
scomponibile nella somma di due termini

{7) T="Tu+ T,
©di cui T & funzione delle sole qx © T, delle sole g, (oltrechs,

entrambi, naturalmente, delle g, e di f).
Ammesso cid, sara

(8) T* = Ty + Tp)[qx, dn(qz , qoc » ). 1,

mentre le (3) si riducono a

doT* aT* moT[oq, d
— _Bha

3" —— — — + D, =d,.
G dt

dt 89,  9qx 1aq,,

Poniamo ora
(9) aT(h) th. (a T:h))
1 aqh 3qa 094

dove coll’apice all’espressione del secondo membro si & voluto
denotare che la derivazione rispetto a ¢, va fatta soltanto in
quanto g, entra in Tf attraverso le g, .

Con cid le equazioni dinamiche diventano nlteriormente :

_c_l_w_zf_u(%)’ 2ol d,
dt 3q, 09, 2 1" 3q, dt

Supponiamo a questo punto che per il sistema considerato si
verifichino le seguenti ulteriori condizioni :
II1. Sia:

(10) (?) T(*h))l aT(h) BQh =0;
aqo& 1 th BQ¢

IV. Le g, fornite da (2) risultino esplicitamente indipendenti
.da ¢ (vincoli anolomomi indipendenti dal tempo), e dipendenti
linearmente dalle g, (il che si verifica, per es., se i vincoli asse-
gnatl sono lineari nelle velocita).
Allora & ‘anche:

aTm)da‘L 2 BT(,,)[ % 32q'r; qp}zig [m al‘(ma%} -

(3) Tpa = Py

1 o, dtoq. 8q, Lm-+103q.0qp 9qq mid aq, 998
_x [ Ty aQa} aT(h)aqh
ml|1 a% aqocaQB 1 th 0
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Dei tre termini dell’ultimo membro il primo e il terzo si
annullano in virti dell’ipotesi III, il secondo per effetto della IV,

Risulta di qui, in definitiva, che, nelle ipotesi ammesse, le
equazioni del moto si riducono alla forma seguente

(11) — =0, (t=m+ 1, ..., n)

Nelle (11) i primi membri hanno la classica forma dei binomi .
lagrangiani che compaiono nelle equazioni dinamiche dei sistemi
olonomi e non contengono piu traccia dei termini di anolonomia.

. In altri termini, verificandosi le ipotesi ammesse, le equazioni
del moto del sistema dato sono le stesse che varrebbero per un
sistema olonomo dotato di #» — m gradi di libertd e di energia cine-
tica T*(qx, qu, t), soggetto a forze attive le cui componenti lagran-
giane ¢, sono fornite dai secondi membri delle (6).

3. Le condizioni I, IT, ITT, IV, sono fortemente restrittive della
generalitd del sistema considerato; onde appare opportuno presen-
tare almeno un esempio in cui esse si trovino verificate.

Consideriamo a tale scopo un disco circolare omogeneo di rag-
gio a il cui piano & mantenuto verticale da appositi supporti e
capace di rotolare senza strisciamento su un piano orizzontale
scabro.

Introdotti in questo piano due assi cartesiani ortogonali x, y
come parametri del sistema possono assumersi: le coordinate wx, ¥,
del punto di contatto H del disco col piano d’appoggio, I’angolo ¥
che la tangente in H al disco forma coll’asse x, e infine un an-
golo ¢ caratterizzante le rotazioni del disco attorno al proprio asse.

Fra i quattro parametri «x, 4, ¥, ¢ si stabiliscono immediata-
mente le relazioni
(12) ;:1:&':(10083(:?
ly=asen>g,
che rappresentano due vincoli anolonomi lineari nelle velocita.

Indicando con m la massa del disco, con 4 il suo momento
d’inerzia assiale e con D il suo momento d’inerzia diametrale, si
perviene immediatamente alla seguente espressione dell’energia
cinetica : K
(13) T= %[m(&c* + i) + A¢? + D¥].
con

(13 Ty = %m(a}’ +g) e Ty= %(A@Z + D=?).
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Tenendo conto delle (12) si ottiene poi:

(14) T* = % [(ma? + A)p* + DS,
€con
(14) Tiy = % ma% e Tiy=3 (4" + D)

Si verifica subito sulle relazioni da (12) a (14') che tutte le con-
dizioni I, II, III, IV sono qui verificate. Quanto alla III, essa
risulta senz’altro soddisfatta in quanto né T,, né T, dipendono
dai parametri S e 9. Sono dunque applicabili le equazioni (11), le
quali, indicando X, 'Y, ®, ® le componenti lagrangiane della forza
attiva e tenendo conto delle espressioni delle %,, che risultano
dalle (12), -assumono qui la forma seguente

(15) | (ma®+ A)e = afcos SX + sen3Y) + @
| D5 =o.



