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S op ra una classe di sistemi dinamiei soggetti a vincoli
di mobilità per cni si annullano i corrispoudenti termini

di anolononria.

]STota di L U I G I CASTOLBI (a Grenova)

Sunto. - Si rileva Vesistensa di particolari sistemi anolonomi per cui, nelle
corrispondenti equazioni dinamiche di Volterra-Hamel, per opportuna
scelta di parametri, si annullano i termini di anolonomia.

I. In un recente lavoro (*) ei è stato possibile istituire equazioni
dinamiche del tutto analoghe a quelle di VOLTERRA-HAMEL (2) e
valide per sistemi a vincoli anolonomi anche non lineari nelle
velocità.

Nei primi membri di tali equazioni compaiono, notoriamente,
dei termini («di anolonomia») che si annullano allorchè Ie equa-
zioni stesse si applicano a sistemi olonomi, i termini rimanenti
riducendosi allora ai noti binomi lagrangiani.

E' scopo della presente nota mostrare che la accennata ridu-
zione delle equazioni dinamiche si verifica non soltanto nel caso
richiamato, ma anche qnando esse si applichino a una particolare

(1) L u i a i CASTOLDI , Equazioni lagrangiane per i sistemi a vincoli anolo*
nomi non lineari nelle velodtà, « Rendicont i de lPIs t i tu to lombardo di
Scienze e I jet tere ». ( In corso di pubblicazione).

(2) Cfr., per es., L B V I - CIVITA e AMALDT, Lezioni di Meccanica razio*

nale, vol. II , p. I, pag. 409.
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classe di sistetni anolonomi e per una particolare scelta dei para-
metri di riferimento.

2. Per mostrar ciö, consideriamo un sistema dinamico soggetto
a vincoli anolonomi generali.

i=^ 1, 2,...., m

tra gii n parametri lagrangiani qr clxe supporremo essen ziali, Ie
loro derivate rispetto al tempo e il tempo stesso.

Supposta di caratteristica m la matrice funzionale delle (1) ri-
spetto alle qr, Ie (1) stesse potranno risolversi rispetto ad m di que-
ste ultime, prendendo cosï la forma

(2) qh = qh{qrr ga, i) . U = «i + 1, m + 2, ...,*

dove all' indice ft si inténdono attribuiti i valori da 1 a n, e al-
l'indice a i valori da m -+- 1 a n.

Scegliendo le qa corne caratteristiche cinetiche e associando alle
(2) le identità

le equazioni generalizzate di YOLTEEEA-HAMELI (1) assumono, corne
facilmente si verifica, la forma seguente

dove T(qr, qr, t) è F energia cinetica del sistema ;

(4) T*=T'[qr,qa

è la funzione delle sole qr, q^, t che si ottiene da T sostituendovi
le qh (h = 1, 2,... m) colle loro espressioni (2);

(5) **, = ?&•
2

i secondi membri delle (5) essendo calcolati in base aile (2) stesse,
e Qr rappresentando le componenti lagrangiane delle forze attive.

Supponiamo ora che per il sistema dinamico considerato si pre-
sentino alcune circostanze particolari che passiamo ad enunciare:
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I. Con opportuna scelta dei parametri qa', sia Tenergia cine-
tica T che i secondi membri delle (2) risultino dipendenti dalle
sole qa(%==m -+- 1,..., n) (oltrechè, naturalmente, dalle velocità e
dal tempo) e non dalle qh(h=l, 2?..., m).

II. Colla scelta fatta delle q^, 1' energia cinetica T risulti
scomponibile nella somma di due termini

di cui JT(0C) è funzione delle sole qa e Tih) delle sole qk (oltrechè,
entrambij naturalmente, delle qa e di t).

Ammesso ciö, sarà

(8) T*=Tm + Tlhfo
mentre Ie (3) si riducono a

d aT* __ dj* g d_

dt dqa dqa
 1 H

Poniamo ora

(9) 2 f e—^--J

dove coir apice all' espressione del secondo membro si è voluto
denotare che la derivazione rispetto a q% va fatfca soltanto in
quanto q% entra in T*h) attraverso Ie qh.

Con ciö Ie equazioni dinamiche diventano ülteriormente :

d* ög« dqa \ dq* I i dqh dt

Supponiaino a questo punto che per il sistema considerato si
verifichino Ie seguenti ulteriori condizioni :

III. Sia :

(10)
* ) il dqh dqa

IY. Le qh fornite da (2) risultino esplicitamente indipendenti
da t (vincoli anolonomi indipendenti dal tempo), e dipendenti
linearmente dalle q% (il che si verifica, per es., se i vincoli asse-
gnati sono lineari nelle velocità).

Allora è 'anche :

i"8g d*ag i" dq i^+idqdq PJ 3 g t i [ ihf
qh

t

ih dqh
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Dei tre termini dell 'ultimo membro il primo e il terzo si
annullano in vir tu dell' ipotesi I I I , il secondo per effetto della IY.

Risulta di qui, in definitiva, che, nelle ipotesi ammesse, Ie
equazioni del moto si riducono alla forma seguente

(H) — °— = ** («==w-Hl , , n).
di dqa dq*

Nelle (11) i primi membri hanno la classica forma dei binomi
lagrangiani che compaiono nelle equazioni dinamiche dei sistemi
ologaomi e non contengono più traccia dei termini di anolonomia.

I n altri termini, verificandosi Ie ipotesi ammesse, Ie equazioni
del moto del sistema dato sono Ie stesse che varrebbero per un
sistema olonomo dotato di n — m gradi di libertà e di energia cine-
tica T*(qa, qa , t), soggetto a f orze at t i re le cui componenti lagran-
giane <ï>a sono fornite dai secondi membri delle (6).

3. Le condizioni I , I I , I I I , IY, sono fortemente restrittiye della
generalità del sistema considerato ; onde appare opportuno presen-
tare almeno un esempio in cui esse si trovino verificate.

Consideriamo a taie scopo un disco circolare omogeneo di rag-
gio a il cui piano è mantenuto verticale da appositi supporti e
capace di rotolare senza strisciamento su un piano orizzontale
scabro.

Introdott i in questo piano due assi cartesiani ortogonali x, y
corne parametri del sistema possono assumersi: Ie coordinate x, y?

del punto di contatto H del disco col piano d'appoggio, Fangolo %
che la tangente in H al disco forma coll'asse x, e infine un aii-
golo cp caratterizzante Ie rotazioni del disco attorno al proprio asse.

F r a i quattro parametri x, y9 ^, cp si stabiliscono immediata-
mente Ie relazioni

( 1 2 )

f y — asen ^<p,
che rappresentano due vincoli anolonomi lineari nelle velocità.

Indicando con m la massa del disco, con A il suo momento
d ' inerzia assiale e con D il suo momento d'inerzia diametrale, si
perviene immediatamente alla seguente espressione dell' energia
cinetica :

(13) T = hm{x* -4- if) -+- Af + D2f«]-.

con

{13') TlM = \m(x* + y2)
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Tenendo conto delle (12) si ottiene poi :

(14) T* = 5 [(ma* -+- Aft* -+- Di%

«on

'Tfa±may e T\a) = ±

Si verifica subito sulle relazioni da (12) a (14') che tutte Ie con-
dizioni I, II, III, IY sono qui verificate. Quanto alla III, essa
risulta senz?altro soddisfatta in quanto nè Tih) nè T*h) dipendono
<iai parametri Sr e <p. Sono dunque applicabili Ie equazioni (11), Ie
quali, indicando X, Y, 0, <E> Ie componenti lagrangiane della forza
attiva e tenendo conto delle espressioni delle ^sh(X, che risultano
dalle (12), assumono qui la forma seguente

\ (ma2 H- A)y ~ a(cos SX H- sen 3r Y)

i


