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Piccoli contributi alla teoria gaussiana délie superficie.

JSTota di E. BOMPIANI (a Eoma).

Sunto. - Si prova che Ie relazioni di MAINARDI-CODAZZI, come la relasione
di GrAUSS, sono atte a definire la curvatura délia superficie; si dà inoltre
un'estensione del teorema di BELTRAMI-ENNEPEB, alle curve tangenti alle
asintotiche.

1. Significato geometrieo (lelie relazioni di Mainardi-Coflazzi.
— È ben noto che due forme quadratiche differenziali binariej
Edtt2 +- 2Fdudv -t- Gdv'\ Ldu1 -+- 2Mdudv -+- Ndv2 non possono in ge-
nerale considerarsi eome prima e seconda forma (nel senso di GTAÜSS)

di una superficie (dell7 ordinario spazio euclideo). Ridotte le due
forme a forma ortogonale (F — M = 0) e posto
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condizione necessaria e sufficiente affinchè esista una superficie
con quelle forme è che valgano Ie relazioni di GrAuss e di MAI-
ETAKDI-CODAZZI (*)

1 \d( 1 d\G\ d/l 8 V J \
•** — B^— EG

(
EG \TSG\du\yE &* / to>\y[G &> r

B% dv ' a^ \ iîg y Bx du

Soddisfatte queste, Ie linee u(dv = 0) e i;(dw = 0) sono di curya-
tura per la superficie e B1, B% sono i rispettivi raggi di curvatura
in un punto (u, v) di essa.

Il significato geometrico della prima relazione è il « theorema
egregium » di G-ATJSS (invariànza della curvatura gaussiana K per
deformazioni isometriche).

Delle relazioni di MAINABDI-CODAZZI (1.2) non mi consta che si
conosca un significato geometrico : mentre anch' esse danno due
espressioni della stessa curvatura gaussiana mediante elementi che
non figurano nella prima interpretazione di essa.

La prima delle (1.2) puö scriversi pure

K =

d NE\

dv\Bj

d\jE

e puö interpretarsi nel modo seguente.
Si consideri una maglia formata con linee di curvatura avente

un vertice in 0(u, v) e i vertici contigui ad esso in Ou(u -h du, v)
e in Ov(u, v -H dv).

Il lato della maglia 00u ha lunghezza dsx — yjSdu e il lato
r)\i~W

opposto ad esso ne differisce per l%ds == —— dudv.
Le normali alla superficie in 0 e in Ou (che s'incontrano nel

centro di curvatura a distanza Bx da O) formano un angolo

, V ^ 7 ds,

e la variazione di questo passando al lato opposto della maglia è

data da S2^
ai = ^~ ( -5— I dudv.

(*) Cfr. p. es.: L. BIANCHI, Lessioni di Geometria Differenziale, 3a ediz.,
vol. 1°, p. 416 (con lo scambio degli indici 1 e 2).
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Lta prima relazione di MAIKARDI-CODAZZI è dunque

1 8, da,

x)ve tutto è espresso per mezzo di elementi geometrici; analoga-
jnente per la seconda.

2. Invarianti per deformazioni isometriche conservant! ïe
linee di eurvatura. — Si considerino i piani TC1 e TT2 contenenti
la normale in 0 alla superficie e rispettivamente i lati OOU e OOV

della maglia (cioè i piani della normale in 0 e delle tangenti alle
linee di eurvatura). S'indichi con dl§l V angolo di 7̂  con l'analogo
piano relativo ad 0w.

Tenute presenti Ie relazioni fra Ie coordinate cartesiane dei
punti della superficie e i coefficienti delle forme fondamentali, e
Ie relazioni di RODRIGTTEZ per Ie derivate dei coseni direttori della
normale si calcola senza difficoltà concettuali

dsj- RS
1 a log ̂ 1 E
G dv '

S'indichi iuvece con d16ï l'angolo di 7r2 con 1' analogo piano
relativo ad Ou. In modo del tutto simile a quello accennato si ha

E perciö

(4i«Y_

1
\

/dAN
\ds,,

'dAY

1 _ i

' - " 1

1 1
1 G

fdA)
\dsj

d log y E
dv

[ds,) '
l aiogV^

La prima dà un nuovo significato dei raggi di eurvatura (e.
quindi anche della eurvatura gaussiana) ; la seconda mostra che
in una déformation e per applicabilité che conservi Ie linee di cur-

vatura sono invarianti la grandezza 2[-~M — (-y—M e Vanaloga
\ as} I \ as1j

(scambiando 1 in 2).

3. Una estensione del teorema di Beltrami-Eniieper. — È
noto che dato un ds2 s= Edu2 -t- 2Fdudv -f- Gdv2 e una linea (rigida)
«siste una superficie con quel ds* e contenente la linea a meno che
questa sia un'asintotica della superficie (nel qual caso esistono
infinité superficie in quelle condizioni). Questo teorema implica
«he gli elementi determinanti iin' asintotica, cfoè la flessione e la
torsione di essa, dipendano soltanto dal ds2.
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Per la flessione è evidente perché, essendo il piano osculatom
alla asintotica coincidente col piano tangente, la flessione dell' asin-
totica è uguale alla sna eurvatura geodetica (dipendente dal sok>
ds2); e per la torsione risulta dal teorema di BELTKAMI-EN^EPER (*).

Ma quest3 ultimo non è che caso partjcolare di un teorema piii
generale che lega flessione e torsione di una curva délia superficie
in un punto in cui essa sia tangente ad una asintotica.

Per avere questa relazione nel modo più rapido rappresentiamo
la superficie neir intorno di un suo punto 0 con 1' equazione (in
coordinate cartesiane ortogonali)

z =z 2cxixy -+- cQ^f -+- c30x
3 H- ....

La torsione di un elemento di curva y = OLX2 -+- pas3 -+- ... tangente-
ad y — 0 (tangente asintotica) si calcola elementarmente e vale

1 __ 3(2cna -4- c30)
T~ a

mentre la sua flessione è l/p = 2a. Inoltre la curvatura gaussiana
vale K=—4cn

a e la flessione dell' asintotica tangente a y = Ù
g

vale l/pB= - 2c3o/Cii-
Sicchè in termini geometrici (indipendenti dal riferimento adot-

tato) la relazione précédente si scrive

e su di essa si leggono i teoremi seguenti :
La torsione di una curva di una superficie in un punto in eut

sia tangente ad una tangente asintotica dipende unicamente dalV ele~
mento E2 (del 2° ordine) délia curva nel punto (e non dallJT$3), cioh
dalla sua flessione. Torsione e flessione, al variare di E2, sono legate
da una relazione proiettiva.

La torsione di qualsiasi curva che abbia contatto del 2° ordine
con un'asintotica (p = pa) vale l/T = V— K (il teorema di BEIJTRAMI-
ENNEPEB. si ha nel caso più particolare che V Ez di curva sia proprio
quello di asintotica; ma ciö non è necessario).

In ogni deformazione isometrica délia superficie che lasci inaU

L. BIANCHI, 1. c, p. 204.
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terata una tangente asintotica è invariante V espressione

J . 1
^ = 3 \ K

Pi ~ P2

relativa a due E3> con quella tangente asintotica, caratterizzati da
(Pl, T,) e da(Pt, Ts).


