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Sul moto di un corpuscolo elettrizzato in presenza 
di un dipolo magnetico.

Nota di Mario Manarini (a Bologna)-

Sunto. - Nel problema enunciato nel titolo la massa maupertuisiana si 
mantiene costante durante il moto ; perciò i risultati della meccanica 
classica si conservano qualitativamente nella relativistica. La Nota 
riottiene inoltre in modo diretto e rapido un’integrale primo delle equa­
zioni del moto trovato da C. Agostinelli.

E noto 1’ interesse del problema riguardante il moto di un 
corpuscolo elettrizzato in presenza di un dipolo magnetico per la 
teoria delle aurore polari e più generalmente per la teoria delle 
radiazioni cosmiche.

Il prof. Armellini ha di recente richiamato magistralmente 
T attenzione a tale problema in un articolo sulle aurore boreali 
pubblicato-in « Scienza e tecnica », rivista generale d’informazione 
scientifica della Società Italiana per il Progresso delle Scienze, 
vol. II, fase. Ili, pp. 93-97, e ultimamente sono stati pubblicati 
lavori di C. Agostinelli (j) e L. Gtalanella (2).

Riferendomi specialmente al problema riguardante l’emissione 
elettronica proveniente dalle cavità solari (effetto Evershed ed effetto 
Hale) e successivamente il moto di un elettrone sotto Fazione del 
dipolo magnetico, costituito dalla terra, credo opportuno far rien­
trare il problema nell’ambito della meccanica relativistica. Sotto 
tale aspetto si può stabilire immediatamente che, anche conside­
rando per il corpuscolo la massa maupertuisiana, il moto avviene

(’) Cfr. «Atti della Reale Accademia delle Scienze di Torino », voi. 73, 
19B7-38-XVÏ.

F) Cfr. « Rend. Acc. dei Lincei », vol. XXVili, 1938, pp. 14-22. 
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con velocità di modulo costante. Ed anzi tale proprietà continua a 
valere, più in generale, per una massa supposta funzione* crescente 
del quadrato della velocità quando la forza applicata, come nel 
caso particolare che a noi interessa, è costantemente perpendico­
lare alla velocità. Consegue che la massa del corpuscolo rimane 
costante e l’equazione differenziale del moto è formalmente ricon­
dotta a quella della meccanica newtoniana. Pertanto anche sotto 
l’aspetto relativistico continuano a valere i risultati ottenuti dagli 
autori citati, salvo la sostituzione della costante m (massa) con 

l’altra — = .
1/'-?

Data 1’ attualità della questione, credo utile riprendere il lavoro 
dell’ Agostinelli sia per mettermi nel punto di vista relativistico, 
sia per ottenere il risultato in modo più rapido e diretto evitando 
i calcoli laboriosi richiesti dall’ uso delle coordinate ellittiche.

Consideriamo l’equazione in forma relativistica del moto del 
corpuscolo P di massa m allo stato di riposo e carica elettrica e :

w

ere-

pud

i2)

sua

polo (OjOj), 
scente di v2.

Moltiplicando scalarmente per vr l’equazione che risulta 
scriversi nella forma

£
dt

d v
di -» / N? 'x v

y c2
dP

dove v = è la velocità, H il campo magnetico dovuto al di-
1 

/ 412\ 2
la massa maupertuisiana, funzione

v \ dv v
I — ~T£ X —■ = 0, 

Ve2—V'J ' —î)2
e con facili calcoli si perviene alla relazione 

à2
— 0, ossia v2 — cost.. di2 ’

Così si può affermare che il moto di P è uniforme sulla 
traiettoria e la massa maupertuisiana del corpuscolo ò costante (2).

. t.
(*) Cfr. ad es. R. Marcolongo, Relatività, 2a edizione, pag, 99, Princi­

pato, Messina, 1923 ; e più particolarmente M. von Laue, La Théorie de la 
Relativité, tome I, pag. 234, G-authiér-Villars, Paris.

C) Si può osservare che la proprietà dimostrata, v2 — cost., continua a 
valere, più in generale, nel caso che si tratti di massa funzione crescente
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Quindi l’equazione (1) può méttersi nella stessa forma della mec­
canica newtoniana

(1)

Se ed r2 sono le 
magnetico è dato da

\' 1 ' 2/
cosicché per la forza magnetica si ha l’espressione

A grad rt — “ grad r, 
'2 1 l

Conviene manifestamente determinare la posizione di P con le 
sue coordinate cartesiane nel piano P0l0i (prendendo l’origine 
nel punto medio del dipolo 0i0i^ la retta come asse x) e 
con l’angolo co che il piano POì0ì forma con un piano fisso per 
l’asse 0L0s. Però per il seguito basterà limitarci a considerare co 
e la distanza y di P della retta 0,02.

Consideriamo nel piano POjO, le linee di forza magnetica, cioè 
le traiettorie ortogonali delle linee equipotenziali o — cost, espresse 
in coordinate bipolari, da

Posto

risulta

onde si può porre 
1 1

(3) — — h sen a, — = h sen 8.
Tj r% '

Se i è l’operatore che fa ruotare di i vettori del piano P0t0ir

dv r 8 1/ v~
dt — f v /\ -H, f — m 1/ 1 cs • 

distanze di P da. 0t e da 0t, il potenziale

d'1

H = grad cp = Zc

PO^^a, P020x —ß, 

sen ß 
r. sen a ’

di e? e la forza agente sia perpendicolare alla traiettoria. L’equazione del 
moto occorre prenderla nella forma

d~mv = f
dt

come è logico fare nel caso di massa variabile. Con facile calcolo se ne 
deduce infatti la conseguenza

dv2 ( 1 2 dm\ . ’- m 4-u2— 0 e quindi v — cost..
dt \2 dv2
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(4)

i grad r<
sen oc----- - --------

= cos OC — cos 8 == cost.,

dove a e 8 sono le coordinate biangolari di P rispetto ai poli 015 02. 
D’altra parte poiché si ha

n 1 
grad co = - n, 

y
dove n è il versore normale al piano POXO^ nel senso di co cre­
scente, i tre vettori in P, grad cp, grad e grad co costituiscono una 
terna ortogonale. Allora calcolando grad ù /\ grad co, tenendo conto 
delle relazioni precedenti, si ottiene facilmente

grad cŸ = k grad /\ grad co.

Sostituendo nell’ equazione del moto (1) ove si faccia H — grad cp, 
sviluppando il doppio prodotto vettoriale con la ben nota formula

(a /\ &) /\ c = (a x c)b — (b X c)a,

ed osservando che è

grad w X v = co, grad jp X v

ove i punti indicano le derivate rispetto al tempo, si perviene 
all’equazione

v2\
“e*/*

Considerando il punto j? funzione dei parametri ortogonali W, tp, co 
si ricavano le equazioni scalari equivalenti alla (1):

dv . . ’/
— — p.(o> grad grad co)? ( pi ==

i grad (— — —— h grad (cos oc — cos 8). 
\r 1 rì/

Questa relazione, manifestamente, definisce le traiettorie orto­
gonali delle linee equipotenziali nel piano POXO2, che risultano 
date da

si ha, per le (3), 

. ,/l 1\ , t grad---------- — — n
V* 1 riì

e, per essere

grad a = ~ i grad , grad ß = ~ i grad , 
rì

risulta subito

dv dP
di x ~ = 0, VP ’
dv E .
dt X äf =
dv gP ___ .
dt x Zco " !



244 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

che la

(5)

Infatti si ha

O' altra parte risulta 

v2(6) 

che è

e così risulta
dv 
~dt

SP "
~ 0'

terza delle (4)

dP_ £7
< dM dt\

giacché si ha subito 

aP .
grad ?X —= 1,

Si ricava un 
si può scrivere

(c — cost.) 

l’integrale primo 
meccanica newto-

d / dPX
~T. \v X — =: ud/. dt \ Ato /

r *At,)

da (5) si ricava l’integrale primo

(8) w«/2 ■+■ (4 = e,

che, salvo il valore delle costanti, coincide con 
determinato dall’Agostinelli nell’ambito della 
niana, come si verifica subito osservando che qui si è preso tp con 
dipiensione nulla mentre dall’ Agostinelli è preso con la dimen­
sione di una lunghezza.

grad cp x = 0, grad cp X 

integrale primo osservando

d / dP\ __dv dP 1 
dt \ X dco / dF X âœ 2

ove si è tenuto conto che è

öP 
(') ä^ = w».

Osservando che e cp nel piano PO^Oz dipendono soltanto dal 
cP 

campo magnetico H, non saranno dipendenti da to i vettori 

e E àel piano PO1O2, onde dalla (6) deduciamo

7r=0, Aco ’

ciò ohtz giustifica la (5).
Giacché per la (7) risulta subito

dP . .
VX— = O)1/2,At,) d ’

2 /dP\2 ì


