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Sul moto di un eorpuscolo elettrizzato in presenza
di un dipolo magnetico.

Nota di Marro MaNaRrINI (a Bologna)

Sunto. - Nel problema enunciato wnel titolo la massa maupertnisiana si
mantiene costante durante il moto; percido i risultati della meccanica
classica si conservano qualitativamente nella relativistica. La Nota
riottiene inolire in modo diretto e rapido un’ integrale primo delle equa-
zioni del moto trovato da C. AGOSTINELLI.

E noto 1’interesse del problema riguardante il moto di un
corpuscolo elettrizzato in presenza di un dipolo magnetico per la
teoria delle aurore polari e pia generalmente per la teoria delle
radiazioni cosmiche.

Il prof. ArRMELLINT ha di recente richiamato magistralmente
I"attenzione a tale problema in un articolo sulle aurore boreali
pubblicato in « Scienza e tecnica », rivista generale d’informazione
scientifica della Societa Italiana per il Progresso delle Scienze,
vol. II, fasc. III, pp. 93-97, e ultimamente sono stati pubblicati
lavori di C. AGOSTINELLI (!) e L. GIaLANELLA (%) i

Riferendomi specialmente al problema, riguardante 1’ emissione
clettronica proveniente dalle cavith solari (effetto Evershed ed effetto
Hale) e successivamente il moto di un elettromne sotto 1’azione del
dipolo magnetico, costituito dalla terra, credo opportuno far rien-
trare il problema mell’ambito della meccanica relativistica. Sotto
tale aspetto si pud stabilire immediatamente che, anche conside-
rando per il corpuscolo la massa maupertuisiana, il moto avviene

(') Ofr. « Atti della Reale Accademia delle Scienze di Torino », vol. 73,
1937-88-X V1, .
{Y) Cfr. « Rend. Acec. dei Lincei », vol. XXVIII, 1938, pp. 14-22.
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con velocith di modulo costante. Ed anzi tale proprieta continua a
valere, pill in generale, per una massa supposta funzione.creécente
- del gquadrato della velocith quando la forza applicata, come nel
-caso particolare che a noi interessa, & costantemente perpendico-
lave alla velocith. Consegue che la massa del corpuscolo rimane
costante e I’equazione differenziale del moio & formalmente ricon-
dotta a quella della meccanica newtoniana. Pertanto anche sotto
I’ aspetto relativistico continuano a valere i risultati ottenuti dagli
autori citati, salvo la sostituzione della costante m (massa). con

o

Data 1’ attualita della questione, credo utile riprendere il lavoro
delP AGOSTINELLI sia per mettermi nel punto di vista relativistico,
sia per ottenere il risultato in modo piit rapid() e diretto evitando
i calcoli laboriosi richiesti dall’uso delle coordinate ellittiche.

Consideriamo 1’equazione in forma relativistica del moto del
corpuscolo P di massa m allo stato di riposo e carica eletirica e:

d v
m-ﬂ——:::e'v/\H(l),
dai p?
Vl——§
c

dove v:%lg & la velocith, H il campo magnetico dovuto al di-

altra

)

: -
polo (0,0,), m(l,——%) ? la massa maupertuisiana, funzione cre-
scente di v

Moltlphcando scalarmente per v, I’ equazione che risulta pub
scriversi nella forma

d LW @ v —0
dt(”x\/cz_vs @ Voa—g

¢ con facili calcoli si pervieme alla relazione

do?
{2) d;; =0, ossia o®=—cost..

Cosl si pud affermare che il moto di P » uniforme sulla sua

traiettoria e la massa maupertuisiana del corpuscolo ® costante (2).
*

(') Cfr. ad es. R. MARCOLONGO, Relativita, 2° edizione, pag. 99, Princi-
pato, Messina, 1923; e pid particolarmente M. von Laug, La Théorie de la
Relativité, tome I, pag. 234, Gauthier-Villars, Paris.

(*) Si pud osservare che la proprieta ,dimostrata, v* = cost;, continua a
valere, pid in generale, nel caso che si trattl di massa funzione crescente
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Quindi I'equazione (1) pud méttersi nella. stessa forma della inec-_
canica newtoniana

. d T a2
() =N\, [f=%]/1_%].

Se r, ed r, sono le distanze di P da. 0, e da 0,, il potenziale

magnetico & dato da ‘
1 1

cosicch® per la forza magnetica si ha I’ espressione

H=grady=1% (;1:2 grad r, — 1—11—, grad 1',) .

‘Conviene manifestamente determinare la posizione di P con le
sue coordinate cartesiane nel piano PO,0, (prendendo 1 origine
nel punto medio del dipolo 0,0,, la retta 0,0, come asse x) e
con I’angolo w che il piano P0,0, forma con un piano fisso per
I’asse 0,0,. Perd per il seguito basterd limitarci a considerare o
e la distanza y di P della retta 0,0,.

Consideriamo nel piano PO,0, le linee di forza magunetica, ciod
le traiettorie ortogonali delle linee equipotenziali ¢ = cost. espresse
in coordinate bipolari, da

—1— — — = cost..
r ¥y
Posto
P0,0,=4«, P0,0,=5,
risulta

r, senf
r, seno’

onde si pud porre
‘ 1 1
(3) — = hsenx, —=hsenS§.
7, 7y

Se ¢ & I’operatore che fa ruotare di g i vettori del piano PO,0,,

di v® e la forza agente sia perpendicolare alla traiettoria. I’ equazione del
moto occorre prenderla nella forma

d .
ﬁimv—f,‘

come & logico fave nel caso di massa variabile. Con facile caleolo se ne
deduce infatti la conseguenza
dv* <1 . dm)

FTACKGE =0 e quindi v*= cost..

gty
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gi ha, per le (3),

» d ’ . - ‘d ‘
@-grad(l __i):_h(“_%ff__‘“ smqgr@_*_ﬁsen@),

r, Ty LA 2

e, per essere _
' 1 1,
grad « = — i grad r,, gradB=—dgradr,,
L Ty
risulta subito ) v
1 1 :
¢ grad <—— — —) = h grad (cos « — cos f).
" Ty

Questa relazione, manifestamente, definisce le traietiorie orto-
gonali delle linee equipotenziali nel piano P0,0,, che risultano
date da

Y = cos « — cos B = cost.,
dove « e B sono le coordinate biangolari di P rispetto ai poli 0,, 0,.
D’ altra parte poiche si ha

1
grad o — @ n,

dove m & il versore normale al piano P0O,0, nel senso di v cre-
scente, i tre vettori in P, grad ¢, grad ¢ e grad v costituiscono una
terna ortogonale. Allora calcolando grad ¢ A grad v, tenendo conto
delle relazioni precedenti, si ottiene facilmente
grad 9 =k grad ¢ A grad o,
. Sostituendo nell’ equazione del mote (1) ove si faccia H —= grad ¢,
sviluppando il doppio prodotto vettoriale con la ben nota formula
(@ AD) \ e=(a < ¢)b — (b x o)a,

ed osservando che & _
grad v X< v = o, grad ¢ X< v =1,

ove i punti indicano le derivate rispetto al tempo, si perviene

all’ equazione —
. . [ _eky/ o)
= wo grad ¢ — ¢ grad ), (P- =m l@“‘:ﬁ) :

Considerando il punto P funzione dei parametri ortogonali o, l}/; »
si ricavano le equazioni scalari equivalenti alla 1):

dv P
Jdv P .
(4) o a‘tXaT;:y.o),
dv 9P :
ﬁxa::_l"q"a
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giacche si ha subito

+

- P oP
gradc?xajzl, grad<px gradcpx——:o

=0,
4*
Si ricava un integrale primo osservando che la terza delle (4)
si pud scrivere

®) = E)=u

Infatti si ha

2‘

d( aP) dv  aP 10
i & T3

’D’ altra parte risulta
i B P\*. aP\? . .
(6) vP= (£> 9% -+ (@) b2 4 gyt
ove si & tenuto conto che &
~ AP
(7) —=yn.

Osservando che § e ¢ nel piano P0,0, dipendono soltanto dal

. . . . . oP
campo magnetico H, non saranno dipendenti da « i vettori —

a9
e %15 del piano PO,0,, onde dalla (6) deduciamo che &
.
o
e cosi risulta
dv P _d(  oP
@ e = ”Xau,>
cid che giustifica la (5). ‘
Giacche per la (7) risulia subito
oP .
v X< o = wy°,
da (B) si ricava I’ integrale primo ‘
(8) g wy? + py =, (¢ == cost.)

che, salvo il valore delle costanti, coincide con Vintegrale primo
determinato dall’ AGoSTINELLI nell’ ambito della meccanica newto-
niana, come si- verifica subito osservando che qui si & preso ¢ con
dimensione nulla mentre dall’ AGosTINELLI ¢ & preso con la dimen-
sione di una lunghezza.



